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译 者 的话 


乔治 ， 波 利 亚 是 一 位 杰出 的 数学 家 。 他 1888 年 出 生 于 匈 
牙 利 ， 青 年 时 期 于 布达佩斯 、 维 也 纳 、 格 廷 很 、 巴 黎 等 地 攻 
读数 学 、 物 理 、 哲 学 ，1912 年 于 布达佩斯 大 学 获 哲 学 博士 学 
位 ，1914 年 进入 苏黎世 著名 的 瑞士 联邦 理工 学 院 任教 。1940 
年 他 移居 美国 ， 自 ]942 年 起 一 直 为 美国 斯 坦 福 大 学 教授 。 

波 利 亚 在 数学 的 广 欠 领域 里 有 极为 精深 的 研究 ， 发 类 过 
二 百 多 篇 研究 论文 和 许多 专著 。 他 不 仅 是 一 位 数学 家 ， 而 且 
也 是 一 位 优秀 的 教育 家 。 他 热心 教育 ， 十 分 重视 从 小 培养 学 
生 的 解 题 能 力 。 在 他 的 经 历 中 ， 始 终 把 高 深 的 数学 研究 与 数 
学 的 普及 教育 结合 在 一 起 ， 不 伴 地 为 改进 数学 教学 而 努力 。 
在 这 一 方面 ,他 写 过 的 文章 和 著作 也 很 多 ,其 中 最 著名 的 是 ， 
《怎样 解 题 ?》、《 数 学 与 推理 》 (1 ，1 卷 ) 、《 数 学 的 发 
现 》( 一 ,二 卷 ) 。 上 述 著作 出 版 后 受到 广泛 的 欢迎 和 扮 崇 ， 
在 美国 普 风 摩 一 时 ， 尔 后 又 被 翻译 成 世界 上 多 种 文字 ， 被 评 
价 为 二 次 大 战 后 出现 的 经 典 性 著作 。 

我 们 在 这 里 向 读者 介绍 的 ， 是 《数学 的 发 现 》 一 卷 。 

也 许 人 们 会 息 ， 这 大 概 是 一 本 介绍 许多 新 奇 而 有 趣 的 数 
学 知识 的 书 。 诚 然 ， 它 包含 有 不 少 有 趣 的 数学 内 容 ， 但 是 ， 
从 整个 来 讲 ， 正 如 本 书 副标题 所 示 ， 它 主要 不 是 一 本 传授 知 
识 的 书 ， 而 是 一 本 讲解 方法 的 书 。 

任何 学 问 都 包括 知识 的 积累 和 能 力 的 训练 两 个 方面 。 捷 
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作者 的 看 法 ， 在 数学 上 ， 能 力 的 训练 比 起 单纯 的 知识 的 堆 
积 ， 要 重要 得 多 。 传 授 现成 的 知识 ， 也 许 要 容易 些 ， 但 是 要 
在 大 量 种 类 繁多 的 数学 问题 中 ， 找 出 它们 共同 的 特征 ， 提 炼 
出 一 种 思考 所 遵循 的 途径 和 方法 ， 则 要 艰巨 得 多 。 本 书 的 目 
的 ， 就 是 试图 教会 读者 如 何 去 思 考 和 剖析 问题 ， 激 发 起 读者 
内 在 的 能 动 性 和 创造 精神 ， 学 会 数学 的 思维 方法 ， 从 根本 上 
来 提高 你 的 数学 素养 。 

作者 把 解 题 看 作 是 人 类 的 最 富有 特征 性 的 活动 。 而 这 种 
活动 一 一 如 同 游泳 或 弹 钢 备 ， 也 是 一 种 本 领 。 学 习 这 种 本 
领 , 同 学 习 任 何其 它 本 领 一 样 ,其 必由之路 力 是 模仿 和 实践 。 
学 习 ， 首 先 就 是 模仿 ， 而 模仿 则 必须 机 有 榜样。 模仿 是 为 了 
实 距 ， 而 实 成 又 必须 具备 机 会 。 本 书 的 多 部 内 容 ， 梳 括 地 
说 ,就 是 为 读者 学 习 数 学 的 方法 提供 模仿 的 榜样 和 实践 的 机 
会 。 

在 本 书 的 各 章 中 ， 作 省 通过 对 各 种 类 型 生动 而 有 趣 的 典 
型 问题 (有些 是 非 数 学 的 ) 进行 细致 剖析 ， 提 出 它们 的 本 质 
特征 ， 共 而 总 结 出 各 种 数学 模型 。 作 者 以 平易 浅显 的 语言 ， 
谨 用 启发 式 的 叙述 方法 ， 讲 述 了 有 高 度数 学 概括 性 的 原理 ， 
使 得 各 种 水 平 的 读 老 ， 都 获 益 弗 浅 。 这 种 以 简 驭 策 ， 富 华 于 
朴 ， 平 易 而 生动 的 讲授 ， 充 分 反映 了 一 位 教育 大 师 的 风格 特 
征 。 

本 书 各 章 末尾 的 习题 与 评注 ， 是 正文 的 延续 ， 它 们 都 是 
经 过 作者 的 精心 选择 安排 、 与 正文 紧密 关联 的 不 可 分 割 的 部 
分 。 这 些 练习 ， 为 读者 提供 了 一 个 进行 创造 性 工作 的 极 好 机 
会 ， 它 将 激 起 你 的 好 胜 心 和 主动 精神 ， 并 使 你 品尝 到 数学 工 
作 的 乐 超 。 这 种 机 会 对 于 一 个 立志 要 学 好 数学 的 读者 ， 或 
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者 起 切实 提高 自己 数学 教学 水 平 的 教师 来 讲 ， 是 十 分 可 贵 和 
难得 的 。 这 部 分 习题 和 评注 ， 不 应 看 成 是 正文 的 附庸 ， 相 反 
地 ， 从 某 种 意义 上 讲 ， 它 也 许 是 本 书 中 更 为 重要 的 部 分 。 任 
何 读者 ， 只 有 实践 了 这 一 部 分 内 容 之 后 ， 才 能 真正 领略 到 本 
书 的 价值 。 

对 于 浅 尝 辑 止 、 不 图 深入 的 人 来 说 ， 本 书 的 有 些 部 分 也 
许 会 使 他 感到 “容易 ”， 而 有 的 题目 ， 他 又 会 认为 太 "艰深 ? 
了 。 对 于 勤 于 思考 的 读者 来 讲 ， 可 能 就 不 是 这 种 用法。 这 也 
许 是 一 本 易 读 的 书 ， 也 许 不 是 一 本 易 读 的 书 ， 这 个 问题 让 我 
们 留 给 读者 自己 去 品味 吧 。 

由 于 波 利 亚 的 著作 译 成 中 文 的 尚 为 数 不 多 ， 因 此 我 国 广 
大 读者 对 他 可 能 还 不 很 熟悉 。 今 天 我 们 有 幸 能 将 这 位 国际 上 
享有 万 誉 的 数学 家 及 他 的 著作 《数学 的 发 现 》( 一 卷 》 介 绍 
给 读者 ， 自 然 感 到 十 分 高 兴 。 波 利 亚 写本 书 的 一 个 直接 动 
机 ， 就 是 为 了 政 善 当时 美国 的 中 学 数学 教师 的 培训 ， 从 而 提 
高 中 学 的 数学 教学 水 平 。 而 这 个 问题 〈 中 学 数学 教师 水 平 低 
和 教学 质量 差 ) 对 于 我 们 来 讲 ， 也 同样 存在 ， 而 且 在 有 些 地 
区 还 较 严 重 。 因 此 本 书 的 则 版 ， 荐 能 多 少 有 助 于 改善 中 学 数 
学 教学 的 现状 ， 也 就 送 了 我 们 翻译 此 书 的 初衷 了 。 

出 于 我 们 水 平 有 限 ， 又 没有 初等 数学 的 教学 经 验 ， 因 此 
译文 中 错误 或 不 妥 之 处 ， 在 所 难免 ， 诚 尽 希 望 读者 给 予 批评 
指正 。 


译 者 
1979 年 国庆 前 儿子 内 蒙古 大 学 


席 
对 读者 的 提示 … 
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第 二 章 


§2. 
§2, 
§2. 
§2, 


和 部 分 ”数学 模型 
双轨 迹 的 模型 C 
1 几何 作 图 … 
2 六 了 
3 例 … - 
4 设想 且 题 忆 恕 解 由 来 了 
5 相似 形 的 模型 
6 例 怕 4 
7 辅助 图 形 的 模型 
章 的 习题 与 评注 PT 
1.1 一 1.51 [ 1.7 ， 符 号 。 1,15 ， 三 座 休 塔 。 
1.42， 缺 隐 。1,44， 回 须 。1.4 监听 站 。 
1.46， 关 于 双 辆 迹 的 模型 。1.47， 三 轨迹 的 模 
型 。1.49， 关 于 几何 作 图 。1.50， 更 多 的 问 
题 。1,51， 集 合 。] 


~ 一 一 一 一 一 一 一 


第 卡 几 (Descartes) 模型 …………. 
1 稍 卡 儿 和 他 的 万 能 方法 

2 一 个 小 问 
3 列 方程 
4 课堂 举例 


~ ~ ~ 
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第 三 章 ”递归 
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§2.5 几何 中 的 例子 … 

8 2.6 一 个 物理 中 的 例 

8 2.7 一 个 益 符 游戏 

3 2.8 两 个 迷惑 人 的 例子 

第 二 章 的 习题 与 评注 全 
2.1 一 2.78 (第 一 部 分 2,1 一 2.16; 第 二 部 分 
2.17 一 2.78) [2,10， 海 伦 定理 的 一 个 类 比 。 
2.11， 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 另 一 类 丝 。2.12， 毕 
达 哥 拉 斯 定理 的 又 一 类比。2,13， 海 伦 定 理 的 
又 一 类 比 。2.17， 杂 题 。2.28， 古 埃及 问题 。 
2.32, 平 提包 何 。2.33, 咎 顿 谈 几何 问题 如 何 列 
方程 .2.46 几何 。2,54，, 一 个 不 等 式 ,2,55， 
测 球 仪 。2. 56， 运 动 的 几何 图 示 。2.64， 方 程 
个 数 与 未 知 是 个 数 相 等 。2.65， 方 程 个 数 大 于 
未 知 量 个 数 。2,67， 方 程 个 数 小 于 未 知 是 个 
数 。2.72, 笛 卡 儿 的 法 则 。2.73， 列 问题 的 皮 。 
2.74， 有 关 知 识 的 动员 与 组 织 。2.75 ， 独 立 作 
与 相 穿 性。2.76， 唯 一 解 。 蔬 测 。2.77， 为 什 
勾 要 解 文 字 题 ? 2.78， 更 多 的 问题 。] 


入 信人 个 全 一 
mo 
SS 


§3.1 一 个 小 小 更 的 
§ 3.2 根子 里 掏 出 来 的 免 
$3,.3 不 要 光 看 不 


33.9 观察 ， 扒 广 ， 证 明 ， 再 证 明 


第 三 章 的 习题 与 评 尝 pe (118) 


幕 四 章 


$4.1 搬 值 法 
8 4.3 一 个 特殊 情形 
84.3 组 合 特殊 情形 以 得 由 一 般 请 形 的 角 
§ 4.4 数学 模型 …… 


3.1 一 3,92 《第 一 部 分 3,1 一 3.21; 第 二 部 分 
3,.22 一 3.30; 第 三 部 分 8.31 一 3.55* 第 由 部 分 
3.56 一 3.82) [3,2， 等 价 于 一 般 情形 的 -个 
特殊 情形 ,3,21, 数学 归纳 法 的 两 种 形式 ,3,44， 
三 项 式 系 数 。3.51， 芋 下 尼 兹 调和 三 角形 。 
3.52， 巴 斯 下 与 莱 上 尼 兹 。3.56， 等 级 数 。 
3.61， 分 指 8 数 的 二 项 式 定理 。3.65， 


六 了 ) 和 证 X 苍 加 3.70， 待 定 系数 法 。 
3.75， 吞 级 数 的 渤 。3,81， 懂 分 方程 。3.91， 
关于 数 f。3.92， 更 多 的 问题 。] 


垩 加 … 


第 加 间 网 习题 与 评注 


第 五 章 


4.1 一 4.35 (第 一 部 分 4,1 一 4,16; 第 二 部 分 
4.17 一 4.36) [4.11， 线 性 组 合 或 下 加 。4,12 
常 系数 齐 次 线性 给 分 方程 。4.14。 常 系数 齐 次 
线性 莽 分 方程 。4.16， 运 动 的 喜 加 。4.17， 多 
种 解法 。4,18， 未 知 量 是 什么 ? 4.20， 下 面 是 
一 个 与 此 问题 有 关 且 前 已 解 出 的 问题 。4.22， 
识 广 泣 部 多 。 4.24) 楼 侣 公式，4.30, 最 田 的 一 
坏 就 代表 了 全 链 的 强 台 。4,32, 辛 卜 生 (Sim- 
psoa)》 公 蕊 。4.35， 扩 大 模型 的 范 四 、 


第 二 部 分 。 通 向 一 般 方法 


问题 … 


$5,1 什么 是 问题 


5,2 亲 题 的 分 类 ee 


C173) 


$5.3 求解 的 问题 C174) 
$5. 和 4 求证 的 问题 (176) 
$5.5 未 知 量 的 元 ， 条 件 的 分 款 。 (177) 
5.6 所 要 求 的 ， 程 序 …………， + (C178) 
第 五 章 的 习题 与 评注 《181 ) 

5.1 一 5.19 [5.8， 十 求证 还 是 求解 ? 5.9, 更 多 

的 问题 。5.10， 求 解 的 程序 可 以 由 无 限 次 操作 

或 运算 组 成 。5.11， 化 阅 为 方 。5.12， 次 序 稚 

因果 。5,13， 不 幸 的 多 义 词 。5.14， 已 知 量 和 

末 知 量 ， 假 设 和 结论 。5.15， 计 算 一 下 数据 个 

数 。] 

第 六 意 ”扩大 模型 的 范围 人 (189) 
§6.1 扩大 笛 卡 儿 模 型 的 范 《189 ) 
§6,2 扩大 双轨 迹 神 型 的 范围 … 《195 ) 
86.3 从 哪 一 个 分 款 着 手 、 + (203) 
$6.4 扩大 递归 模型 的 范围 ， (208) 
36.5 未 知 量 的 逐步 征服 ， 《213 ) 
第 六 章 的 习题 与 评注 … C215) 

6,1 一 6.25 [6,1， 具 有 许多 分 款 的 -… 个 茶 件 。 
6.9， 保 留 一 部 分 条 件 。6。10, 阿 里 阿 德 浊 的 线 
团 。6.18， 黑 多 的 问题 。6,19， 

标 。6。20， 图 水 法 。6.21， 儿 个 于 

典型 。6,25， 一 "个 更 加 精细 的 分 

附录 
给 教师 及 党 是 的 教师 前 提示 (312) 

参考 文献 … 人 (315) 


条 


序 


一 人 解法 称 为 是 完善 的 ， 如 果 我 们 从 一 开 
头 就 能 预见 读 至 证 明 ， 沿 着 这 个 方法 作 下 
去 ， 就 一 定 能 达到 我 们 的 目的 。 

菜 卜 尼 效 文集》， p.161 


1。 解 一 个 问题 就 是 意味 着 从 困难 中 去 找 出 一 条 越过 障 
碍 的 路 ， 使 我 们 能 够 达到 一 个 不 易 即 时 达到 的 日 标 。 解 题 是 
咎 力 的 特殊 成 就 ， 而 智力 乃 是 人 类 的 天 虚 : 因此 甫 题 可 以 认 
为 是 人 的 最 富有 特征 性 的 活动 。 本 书 的 目的 就 是 去 了 解 这 一 
活动 ， 提 供 方法 去 讲述 它 ， 从 面 最 终 使 得 读者 提高 解 题 的 能 
力 。 

2 本 书包 括 两 个 部 分 ， 计 我 简要 地 谈 一 下 这 两 部 分 的 
主题 。 

解 题 是 一 种 本 领 ， 就 象 游泳 、 滑 当 、 弹 钢琴 一 样 ， 你 只 
能 够 靠 模 仿 和 实 皮 才能 学 到 它 。 本 书 不 能 给 你 提供 一 把 可 以 
打开 一 切 门 户 、 解 决 所 有 问题 的 魔 钥匙 ， 但 是 它 却 给 你 提出 
了 许多 可 供 模仿 的 例子 和 供 你 实际 练习 的 机 会 。 如 果 你 想 学 
会 游 汶 ， 你 必须 得 跷 进 水 里 去 ， 问 样 的 ， 如 果 你 想 成 为 一 个 
善于 解 题 的 人 ， 你 就 必须 得 去 实地 解 题 。 

假如 你 想 要 从 解 题 中 得 到 最 大 的 收 闭 ， 你 就 应 当 在 所 做 
的 题目 中 去 找 出 它 的 特征 ， 那 些 特征 在 你 以 后 去 求解 其 他 的 
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问题 时 , 能 起 到 指引 的 作用 。 一 种 解 题 的 方法 , 它 若是 经 过 你 
自己 的 努力 得 到 的 ， 或 者 是 从 别人 那里 学 来 或 听 来 的 ， 只 要 
经 过 了 你 自己 的 体验 ， 那 末 它 对 你 来 讲 就 可 以 成 为 一 种 糙 
模 ， 当 你 在 碰见 别 的 类 似 的 问题 时 ， 它 就 是 可 供 你 仿照 的 模 
型 。 本 书 第 一 部 分 的 目的 ， 就 是 使 你 熟悉 为 数 不 多 的 也 个 有 
用 的 模型 。 

仿照 菜 个 问题 的 解法 ， 去 解 一 个 十 分 类 似 的 问题 ， 当 然 
是 件 容 易 的 事 。 但 是 假若 问题 并 不 十 分 类 似 ， 那 末 这 个 模仿 
就 会 变 得 很 困难 甚至 于 不 可 能 了 。 人 们 常常 有 一 个 根深 蒂 固 
的 念头 希望 能 找到 -- 种 威力 无 边 的 方法 ， 它 能 够 去 解 出 所 
有 的 问题 。 这 个 念头 在 我 们 许多 人 的 心目 中 ， 也 许 是 不 明确 
的 。 但 其 在 一 些 神话 故事 或 一 些 哲学 家 的 著作 里 ， 它 却 是 表 
圳 得 十 分 明白 的 。 你 也 许 还 记得 能 打开 一 切 门户 的 魔 呢 的 故 
事 吧 。 管 卡 肯 移 宾 电 苦 想 过 一 种 解 一 切 问题 的 万 能 方法 ， 还 
有 莱 卜 尼 焉 ， 也 曾 明 白地 级 述 过 他 的 完善 的 方法 的 轧 想 。 然 
而 这 个 万 能 的 完善 的 方法 的 探求 ， 比 起 那个 能 点 石 成 金 的 点 
金石 的 探求 来 ， 并 没有 取得 更 多 一 点 的 成 绩 。 伟 大 的 萝 毕 竟 
还 是 梦 。 但 是 从 另 一 个 方面 来 说 ， 这 些 不 能 到 达 的 理想 仍然 
可 以 影响 、 指 引 着 人 们 ， 没有 人 能 到 达 北 斗 星 ， 但 是 人 们 望 
着 它 却 找到 了 正确 的 方向 。 本 书 当然 不 可 能 向 你 提供 《也 
永远 不 可 能 有 和 什么 书 能 向 你 提供 ) 一 个 万 能 的 完善 的 解 古方 
法 ,但 是 它 (第 二 部 分 》 却 疝 你 概略 地 讲述 了 近 疝 这 个 不 可 
达到 的 理想 的 一 些 步伐 ， 这 些 步 伐 即 使 是 微小 的 几 步 ， 也 是 
以 使 你 大 开心 容 并 且 提 高 你 解 题 的 能 力 。 

3。 -我 想 把 本 书 试图 进行 的 研究 〈 即 解 古 的 手段 与 方法 
的 研究 ) 说 成 是 “ 启 发 式 ”的 。 启 发 式 一 词 ， 过 去 曾 被 术 


2 


于 们 用 过 ， 现 在 一 刚 是 补 过 蕊 了 ， 一 则 也 是 名 声 不 好 。 但 是 
我 并 不 尽 讳 它 。 

在 大 多 数 的 场合 ， 本 书 实际 上 都 是 让 进行 通达 的 启发 式 
的 讲解 。 我 总 是 用 各 种 办 法 去 启 导 读者 做 题 并且 让 他 思索 出 
用 来 解 题 的 手段 和 方法 。 

正面 各 章 的 大 部 分 内 容 ， 将 对 为 数 不 多 的 若 于 例题 进行 
充分 的 示范 讲解 。 对 于 一 个 不 己 说 教 的 数学 家 来 说 ， 这 样 多 
写法 也 许 是 过 于 元 繁 了 。 然 而 实际 土 、 我 们 所 讲述 的 ， 不 仅 


， 仅 限 干 解 法 ,而 生还 讲述 了 解法 的 “病历 ”。 记 调 “病历 ”， 


就 是 这 个 解法 所 藉以 发 现 的 一 些 实质 性 步骤 ， 以 及 导致 这 些 
步骤 的 动机 和 想法 的 一 种 叙述 。 对 于 一 个 特例 所 以 要 进行 这 
样 周密 的 揣 述 ， 其 目的 就 是 为 了 从 中 提出 一 般 的 方法 或 模 
型 ， 这 种 模型 ， 在 以 后 类 仆 的 情况 下 ， 对 于 读者 求解 问题 ， 
可 以 起 指引 的 作用 。 这 样 一 种 从 具体 实例 中 抽出 来 的 方法 或 
模型 的 明确 表述 ， 我 常常 把 它 放 在 单独 的 一 节 里 ， 虽 然 它 的 
第 一 次 猿 测 性 的 叙述 也 许 在 讲述 “病历 ”的 枝 节 片断 中 已 经 
出 现 过 了 。 

在 每 一 章 的 后 面部 附 有 习题 和 评注 。 污 者 在 作 这 些 习 题 
的 时 候 ， 就 可 以 得 到 一 个 去 应 用 、 洪 清 并 扩大 本 章 课文 中 所 
讲述 的 内 容 的 好 桃 会 。 评 注 分 散在 习题 的 中 间 ， 它 常常 是 谈 
一 些 问 题 的 推广 进一步 的 技巧 ， 以 及 一 些 枝 节 上 的 说 明 。 

我 不 能 肯定 这 样 写 会 收 到 多 大 的 效果 ,但 我 当 尽力 而 为 ， 
以 取得 广 几 的 合作 。 我 尝试 着 将 我 在 课堂 教学 蜂 行 之 有 效 的 
讲 提 风格 移 注 到 本 书 的 靡 页 中 类 。 由 于 讲述 了 解法 的 “ 病 
历 ”， 我 想 读者 可 以 藉以 熟悉 - 下 研究 的 气氛 。 通 过 习题 的 
选择 、 氢 述 与 安排 《叙述 和 安排 此 更 为 重要 的 ， 它 们 花 去 了 
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比 我 预先 想象 的 要 多 得 多 的 有 时间) ， 我 试图 向 读者 提出 挑战 
(你 有 没有 勇气 去 解 出 它们 ) ， 激 起 他 们 的 好 胜 心 和 主动 精 
神 ， 并 给 他 提供 充分 的 机 会 去 面 对 多 种 多 样 的 研究 场合 。 

41。 本 书 大 部 分 篇 幅 是 处 理 纯 数 学 问题 ， 非 数学 的 问 题 
提 得 很 少 ,它们 常常 出 现在 问题 的 背景 里 ， 实 际 .上 ， 我 还 是 
对 它们 进行 了 仔细 的 考虑 ， 只 要 可 能 ， 我 总 是 把 数学 问题 讲 
到 那 种 程度 ， 使 得 读者 在 弄 清 郴 数学 问题 的 同时 ， 也 天 明白 
了 非 数学 的 问题 。 


本 书 大 部 分 篇 幅 是 讨论 初 等 数 学 问题 ， 高 等 数学 问题 . 


虽然 很 少 提 到 、 但 实际 上 它 却 是 我 去 收集 素材 的 指引 。 本 书 
的 材料 主要 源 自 我 自己 的 研究 工作 ， 我 在 许多 初等 数学 问题 
上 的 处 理 方法 ， 反 映 了 我 在 处 理 高 等 数学 问题 《它们 不 可 能 
列 入 本 书 ) 上 得 到 的 经 验 。 

5。 本 书 除了 理论 上 的 目的 一 一 启发 式 的 研究 之 外 , 尚 有 
一 个 具体 的 、 紧 迫 的 实际 目的 ， 即 改进 中 学 数学 教师 的 培 
训 。 

由 于 最 近 几 年 我 都 在 给 中 学 数学 教师 们 讲课 ， 这 就 使 得 
我 有 很 好 的 机 会 去 观察 他 们 的 培训 工作 ， 并 形成 了 自己 的 看 
法 。 我 想 我 是 一 个 比较 客观 的 观察 者 ， 作 为 这 样 一 个 观察 
者 ， 我 只 有 一 个 意见 ， 中 学 数学 教师 的 培训 情况 是 很 不 仁 
的 。 而 对 这 一 点 所 有 主管 单位 都 不 能 推 外 责任 。 龙 其 是 教育 
他 们 的 学 校 和 学 院 时 的 数学 系 ， 假 车 他 们 起 改变 现状 的 话 ， 
就 应 该 认真 地 修改 一 下 他 们 的 教育 内 容 。 

学 院 应 当 给 未 来 的 中 学 救 师 提 供 些 什么 课程 呢 ? 我 们 无 
法 恰当 地 来 回答 这 个 问题 ， 除 非 我 们 先 回 符 另 一 个 与 此 相关 
的 问题 : 中 学 应 当 给 他们 的 学 生 教 些 什么 ? 


和 


但 是 这 个 问题 是 不 会 有 什么 结果 的 ， 因 为 对 它 的 争议 太 
大 了 ， 似 乎 不 可 能 取得 一 致 的 回答 。 这 是 不 幸 的 。 但 尽管 如 
此 ， 我 想 在 问题 的 有 一 个 方面 ， 专 家 们 还 是 可 以 取得 一 致意 
见 的 。 

任何 学 问 都 包括 加 识 和 能 力 这 两 个 方面 。 候 如 你 真正 具 
有 数学 工作 无 论 是 初等 的 或 是 高 等 水 平 的 ) 的 经 验 的 话 
那 来 你 会 毫 不 迟疑 地 说 ， 在 数学 里 ， 能 力 比 起 单单 具有 一 些 
知识 来 ， 要 重要 得 多 。 因 此 在 中 学 里 ， 如 同 其 它 各 级 学 校 一 
样 ， 我 们 应 当 在 授予 学 生 一 定数 量 知识 的 同时 ， 还 应 教会 他 
们 一 定 的 解决 问题 的 能 力 。 

在 数学 里 ,能 力 指 的 是 什么 ?这 就 是 解决 问题 的 才智 一 一 
我 们 这 里 所 指 的 问题 ， 不 仅仅 是 寻常 的 ， 它 们 还 要 求人 们 其 
有 某 种 程度 的 独立 见解 、 判 断 力 、 能 动 性 和 创造 精神 。 内 此 
中 学 数学 教学 首要 的 任务 就 是 加 强 解 题 的 训练 。 这 是 我 的 见 
解 ， 当 然 你 也 许 不 全 与 我 一 致 ， 但 我 想 你 至 少 会 同意 解 题 训 
练 应 当 受 到 重视 这 一 点 一 一 这 也 就 行 了 。 

教师 应 当 了 解 他 该 拿 什么 去 教学 生 ， 他 应 该 教 给 学 生 如 
何 去 解 题 一 一 但 倘若 他 自己 也 并 不 了 解 ， 那 末 他 如 何 去 教 他 
们 呢 ? 教师 应 当 发 扬 他 的 学 生 的 才智 和 推理 的 能 力 ， 他 应 当 
发 觉 并 鼓励 学 生 的 创造 性 一 一 但 是 现在 问题 就 在 于 他 自己 所 
收 的 课程 并 没有 充分 考虑 他 能 否 熟 练 掌握 所 学 的 东西 ， 更 不 
用 说 去 提高 他 的 才智 、 他 的 推理 能 力 、 解 题 能 力 和 创造 宵 神 
了 。 这 一 点 ， 据 我 看 来 是 当前 数学 教师 培训 中 景 大 的 缺陷 。 

为 弥补 这 一 缺陷 ， 教 师 的 课程 里 应 当 列 入 有 迁 当 水 平 的 
创造 性 工作 。 我 试图 通过 指导 一 个 解 题 的 讲习 班 来 为 这 类 工 
作 提供 机 会 ， 本 书 就 包含 有 我 为 我 的 讲习 班 所 收集 的 材料 以 
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及 应 用 它 的 指南 ， 见 “给 教师 及 教师 的 救 师 的 指示 ” 〈 本 卷 
”来 pp,310 一 314) 。 我 希望 这 将 有 助 于 数学 教师 的 培养， 无 
论 如 何 ， 这 是 本 书 的 实际 目的 。 

我 相信 对 所 提 到 的 这 两 个 目的 一 一 理论 方面 的 和 实际 方 
面 的 一 一 经 常 的 关心 将 使 我 写 好 这 本 书 。 我 也 相信 在 将 要 疯 
读本 书 的 各 种 各 样 读者 的 名 种 不 同 的 兴趣 之 闻 ， 不 会 存在 冲 
突 (有 的 对 一 般 的 解 题 、 有 的 对 提高 自已 的 能 力 、 还 有 的 则 
对 提高 他 们 学 生 的 能 力 感 兴趣 ) ， 对 于 某 一 类 读者 关心 的 东 
西 ， 对 于 另 一 类 读 洗 来 讲 可 能 也 是 很 重要 的 。 

6。 本 书 是 早 些 时 候 我 写 过 的 男 两 本 书 的 继续 , 即 《 怎样 
解 题 ? 》 和 《数学 与 推理 》, 后 者 又 分 为 两 卷 ， 各 有 单独 的 书 
名 ， 第 一 卷 是 《数学 里 的 归纳 和 相似 多， 第 二 卷 是 《合理 推 
断 的 模型 ”， 这 几 本 书 的 内 容 互 相 补 充 但 没有 实质 性 的 重 
复 。 在 一 本 书 里 讨论 过 的 题目 ， 也 许 在 另 一 本 书 里 会 重新 出 
现 ， 但 用 的 是 另外 的 例子 ， 另 一 种 叙述 ， 并 且 从 不 同 的 角度 
去 处 理 。 因 此 这 几 本 书 先 读 那 一 本 后 读 那 一 本 都 可 以 。 

为 了 便利 读者 ， 我 们 将 把 这 三 本 书 加 以 比较 并 把 对 应 的 
章节 列 在 本 书 第 二 郑 末 民 的 索引 里 。 

7。 在 书 的 第 二 部 分 尚未 完成 的 时 候 就 将 第 一 部 分 发 表 
也 许 是 避风 险 的 《有 一 句 德国 谱 语 : “不 要 把 盖 了 一 半 的 房 
子 让 傻子 看 见 ”) ， 这 个 风险 并 不 是 不 足 道 的 ， 但 是 出 于 对 
本 书 前 面 提 到 的 实际 月 前 的 考 虚 ， 我 决定 不 再 耽搁 本 卷 的 出 
版 。 

第 一 卷 包括 本 书 的 第 一 部 分 〈 模 型 ) 和 第 二 部 分 〈 通 向 
一 般 方法 ) 的 两 章 。 

第 一 部 分 四 章 所 收集 的 问题 要 比 后 面 各 章 广泛 得 多 。 实 
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际 上 ， 第 一 部 分 在 很 多 方面 同 作者 与 采 果 〈G,Szeg5) 合作 
的 《分 析 中 的 习题 与 定理 》《( 郊 文献 目录 ) 是 类 似 的 。 但 也 
有 明显 的 差别 :本 卷 提 出 的 问题 大 多 是 比较 初等 的 ， 并 且 对 
问题 也 不 仅仅 限于 提示 ， 而 作 了 许多 明确 的 陈述 与 讨论 。 

第 二 部 分 的 第 芋 章 是 受 了 哈 尔 特 柯 夫 〔〈 人 .Hartkopf) 
最 近 著 作 《〈 见 文献 目录》 的 影响 ， 我 把 他 的 最 动人 的 一 些 部 
分 加 上 适当 的 例子 和 附注 介绍 在 这 里 ， 这 部 分 内 容 十 分 符合 
我 的 启发 式 的 想法 。 

8。《〈 从 略 ) 

乔治 。 波 利 亚 
瑞士 苏黎世 
1961 年 12 月 


对 读者 的 提示 


第 2 章 第 5 节 在 引述 时 简 记 为 8 2.5, 第 2 章 第 5 节 第 3 
小 节 则 简写 为 82.5 (3) ,第 三 章 的 习题 61 简 写 为 习题 3.61。 

HSI 和 MPR 是 作者 写 的 两 本 书 《 How to Solve It》 
《怎样 解 题 ) 和 kMathematics and Plausible Reasoniagy》 
(数学 与 推理 ) 的 缩写， 它们 在 本 书 中 经 常 被 引用 

+ ， 符 号 * 是 一 些 习题 .评注 , 节 和 更 得 的 股东 的 前 级 ， 
在 这 些 习题 、 评 注 、 节 和 段 里 要 求 的 知识 超过 了 初等 数学 范 
围 ( 兄 下 正 )。 然 而 对 于 非常 短 的 这 类 段落 就 不 用 这 个 前 统 。 

本 书 的 大 都 分 内 容 仅 要 求 初等 数学 知识 ， 也 就 是 说 ， 象 
平常 程度 较 好 的 中 学 里 所 教 的 几何 代数 坐标 作 图 及 《〈 有 
时 候 ) 三 角 等 那些 内 容 。 

本 书 中 所 列 习题 很 少 需要 用 到 初等 数学 以 外 的 知识 ， 但 
是 从 玲 度 上 来 讲 ， 则 往往 略 高 于 中 学 的 水 平 。 对 于 一 部 分 习 
题 ， 解 答 是 完全 给 出 的 《虽然 叙述 得 很 简要 ) ,对 另外 一 些 习 
题 ， 则 仅仅 给 出 解答 的 儿 步 ， 有 时 候 只 是 一 个 结果 。 

对 有 些 习题 的 提示 〔 它 可 以 使 解法 简化 ， 用 括 缴 列 在 习 
题 的 后 面 。 一 个 习题 附近 的 题 常常 也 可 以 作为 它 的 提示 。 在 
有 的 章 里 特别 要 注意 写 在 习题 或 一 组 习题 ) 前 面 的 几 行 引 

_ 读 省 关 在 解 一 个 题 时 花 了 很 多 精力 ， 闭 他 肯定 会 从 中 得 
到 不 少 收获 即使 他 并 没有 把 题解 出 来 。 当 花 了 精力 仍然 没 
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有 解 出 题 时 ， 这 时 他 可 以 看 一 下 解答 一部分》 ， 从 中 找到 
有 用 的 东西 ， 然 后 把 书 放 在 一 边 ， 自 己 再 去 作出 解答 的 其 余 
部 分 。 加 . 
当 读 者 在 已 经 解 完了 一 个 题 ， 或 者 是 看 完 它 的 解答 ， 或 
者 是 读 完 解 的 “病历 ”的 时 候 ， 能 够 去 细 细 揣摩 一 下 解 的 方 
法 ， 那 是 最 好 不 过 的 了 。 读 者 当 他 作 完了 题 而 记忆 犹 新 的 时 
候 ， 车 能 够 回 过 头 去 重 温 一 下 他 所 人 的 一 切 ， 便 可 以 看 到 他 
刚才 越过 的 困难 的 实质 。 他 可 以 问 自己 许多 有 用 的 问题 :“ 什 
么 是 决定 性 的 一 步 ? 什么 是 主要 困难 ? 什么 地 方 我 还 可 以 政 
进 * 我 没有 能 看 到 这 一 点 ， 郊 玉 需 要 哪 一 条 知识 和 什么 祥 的 
思路 才能 看 得 到 呢 ? 有 什么 招数 值得 学 一 学 ?有 什么 东西 在 以 
后 的 类 位 情况 下 仍 能 用 到 ? ”所 有 这 些 问题 都 是 很 好 的 ， 还 
可 以 有 其 他 的 问题 一 一 但 是 最 好 的 还 是 从 你 自己 脑子 里 发 出 
来 的 问题 。 
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第 一 部 分 数学 模型 


我 所 解决 的 每 一 个 问题 都 将 成 为 一 个 
范例 ， 以 用 于 解 其 它 问题 。 

《科目 睫 全 集 》 第 六 益 ， 

PP.20 一 21; 方法 论 ， 
如 果 我 在 科学 上 发 现 了 什么 新 的 真理 ， 
我 总 可 以 说 它们 是 建立 在 五 ， 六 个 书 
成 功 解 决 欧 问 题 上 ;它们 也 可 以 前 成 是 
五 、 方 次 战役 的 结果 。 在 每 次 战役 中 ， 
命运 之 种 总 是 跟 我 在 一 起 - 

问 上 ，p.67。 


第 一 章 ”双轨 迹 的 模型 


$1.1 几何 作 图 

用 直 尺 圆规 作 图 是 平面 儿 何 教学 里 的 一 项 传统 内 容 。 其 
中 一 些 景 简单 的 作 图 法 是 制图 员 常 用 的 ， 但 涂 此 而 外， 几何 
作 图 就 没有 更 多 的 实用 价值 ， 它 在 理论 上 的 重要 性 也 不 太 
大 。 然 而， 这 种 作 图 法 在 课程 里 还 是 应 该 有 恰当 的 位 置 。 因 
为 它 最 适合 于 初学 者 去 熟悉 几何 图 形 ， 它 也 特别 适 租 于 使 补 
学 者 摸 到 解 题 的 思路 。 我 们 之 所 以 要 来 讨论 几何 作 图 问题 ， 
正 是 基于 这 个 原因 。 

象 数学 教学 里 很 多 其 他 的 传统 内 容 -- 样 ， 几 何 作 图 也 可 
远 济 到 欧 几 时 得 (Euclid〉 。 在 欧 儿 里 得 的 体系 里 ,几何 作 
加 有 着 重要 的 地 位 。 欧 几 里 得 “原本 ”的 头 一 个 问题 〈 第 一 
卷 ， 命 题 1 ) 就 是 “用 一 条 给 定 的 有 限 长 直线 作 一 个 等 边 三 
角形 。” 这 里 把 作 图 局 限于 等 边 三 角形 ， 在 欧 儿 里 得 原本 里 
有 它 自己 的 理由 。 可 是 实际 上 ， 若 把 问题 扣 得 更 为 一 般 ， 给 
定 三 边 求 作 一 三 角形 ， 其 解法 也 是 同样 的 容易 。 

让 我 们 用 一 点 时 间 来 分 析 一 下 这 个 问题 。 

在 任何 问题 里 都 必定 有 未 知 量 。 因 为 如 果 一 切 都 已 经 知 
道 了 ， 那 就 没有 什么 需要 找 的 ， 也 就 什么 都 不 用 作 了 。 在 我 
们 这 个 问题 里 ， 未 知 量 〈 希 刻 获 得 的 、 或 所 要 求 的 东西 是 
一 个 几何 图 形 ， 即 一 个 三 角形 。 

同样 地 ， 在 任何 问题 里 也 总 有 某 些 东西 是 已 知 的 或 给 定 
的 《我 们 称 这 些 给 定 的 东 油 为 已 知 量 或 数据 ) ， 因 为 如 果 什 
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么 也 没有 给 ， 我 们 就 没有 藉以 去 认识 那些 所 要 的 东西 的 依 
据 ， 这 时 即便 我 们 看 见 了 它 ， 也 会 辨认 不 出 米 。 在 我 们 现在 
这 个 问题 里 ， 已 知 量 是 三 条 “有 限 直 线 ”， 或 线段 。 

最 后 ， 在 任何 问题 里 还 必须 有 一 些 把 未 知 量 与 已 知 量 联 
系 起 来 的 条 件 。 在 我 们 现在 这 个 问题 里 ， 条 件 就 是 ， 所 求 的 
三 角形 的 边 必须 是 所 给 的 三 条 线段 。 

条 件 乃 是 问题 的 核心 部 分 。 我 们 不 妨 把 现在 的 问题 如 下 
面 这 个 问题 比较 一 下 : “给 定 三 条 高 线 求 作 一 三 角形 。” 在 
这 两 个 问题 中 ， 已 知 量 是 一 样 的 〈 三 个 线段 ) ， 未 知 量 也 是 
同一 类 型 的 几何 图 形 〈 三 角形 ) ， 可 是 未 知 最 和 已 知 量 之 间 
的 联系 ， 即 条 件 是 不 同 的， 因此 问题 就 变 得 十 分 不 同 〈 我 们 
的 问题 比较 容易 些 ) 。 

当然 ， 读 者 必定 是 熟悉 这 个 问题 的 解法 的 。 令 4a、6b 和 ? 
是 所 给 三 条 线段 的 长 度 ， 我 们 画 上 线段 4。， 它 的 端点 是 呈 和 
C， 再 画 两 个 圆 ， 一 个 圆心 在 C， 半 径 为 , 另 一 个 贺 心 在 召 ， 
半径 为 "， 设 -4 是 它们 的 两 个 交点 中 的 一 个 ， 则 4 情 C 就 是 
求 的 三 角形 。 


$1.2 从 例子 到 数学 模型 

让 我 们 罗 过 头 来 看 看 前 面 问题 的 解法 ， 考 虚 能 否 从 中 发 
现 一 些 我 们 所 希望 的 、 具 有 特征 狂 的 东西 ， 以 便 在 其 他 场合 
用 于 解 类 但 的 问题 。 

在 画 出 线段 e 以 后 ， 我 们 就 已 经 定 下 了 所 求 三 角形 的 两 
个 顶点 B 和 Cs 镜 下 只 需要 表 确 定 一 个 顶点 就 行 了 。 实 际 上 ， 
在 作出 线段 a 以后， 我 们 就 把 所 提 的 问题 转化 成 了 另 一 个 问 
题 ， 它 跟 原 问题 不 同 ， 但 却 是 等 价 的 。 在 这 个 新 间 题 里 : 
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未 知 量 是 一 个 点 〈 即 所 求 三 角 闵 的 第 三 
已 知 量 是 弄 个 点 〈 好 与 C) 与 两 个 长 


人 与) ; 

条 件 是 ， 所 求 的 点 到 定点 C 的 距离 是 2, 而 到 定点 召 的 距 
离 是 c。 

这 些 条 件 包含 着 两 个 部 分 : 一 部 分 是 关于 5 与 C 的 , 另 一 


部 分 则 是 关于 ce 与 8 的 。 我 们 若 先 只 看 条 件 的 一 部 分 ,而 把 另 一 
部 分 放 在 一 边 , 那 么 ,未 知 量 在 多 大 程度 上 决定 了 ? 它 会 怎么 
变 呢 ?在 平面 上 ,到 一 个 定点 C 的 路 离 是 定 信 6 的 点 , 既 不 能 被 
完全 确定 也 不 是 完全 自 册 前 , 它 必 定 变 制 在 一 个 “轨迹 ?上 , 即 
必 在 以 C 为 圆心 5 为 半径 的 圆周 上 。 因 此 , 在 本 问题 里， 未知. 
的 点 必须 同时 在 两 个 这 样 的 轨迹 上 , 它 ? 
这 样 我 们 便 发 现 了 一 个 解 占 的 模型 ，~ 一 “双轨 迹 的 模 
型 ”， 仿照 它 ， 我 们 就 可 以 在 车 于 场合 下 成 功 地 解决 几何 作 
图 问题 。 今 将 它 叙述 如 下 ， 
首先 ， 把 问题 归结 为 妥 确 定 一 个 点 
然后 ， 把 条 件 分 成 两 部 分 ， 使 得 对 每 一 桨 分 ， 去 知 点 都 
形成 一 个 轨迹 ! 而 每 一 个 轨迹 必须 是 一 条 直线 或 是 一 个 图 。 
例子 比 起 于 巴巴 的 说 教 总 要 米 得 好 些 一 一 光 是 讲 讲 模型 
也 许 不 会 给 你 带 来 多 少 好 处 。 每 一 个 因应 用 了 它 而 得 到 成 功 
“地 解决 的 例子 ， 剖 将 使 这 个 模型 生 色 ， 并 变 得 越 来 越 有 趣 ， 
越 来 越 有 价值 。 


81.3 例 
在 中 学 课程 里 传统 的 作 图 法 几乎 全 部 是 双轨 迹 模型 的 直 
接应 用 。 


(1》 作 已 知 三 角形 的 外 接 国 。 我 们 把 这 个 问题 妇 结 为 
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求 国 心 。 在 这 个 问题 里 
未 知 量 是 一 个 点 ， 志 为 X 
已 知 量 是 三 个 点 4，28 和 C3; 
条 件 是 三 个 距离 相等 
XA=XB=XC 
我 们 把 条 件 分 成 两 部 分 
第 一 部 分 XA=XB 
第 二 部 分 A= XC 
每 一 部 分 条 件 者 对 应 一 条 轨迹 。 第 一 条 轨迹 是 线段 48 的 各 
直 平 分 线 ， 第 二 条 轨迹 是 4C 的 重 直 平分 线 。 所 求 的 点 闵 就 
”是 这 两 条 直线 的 交点 。 
我 们 可 以 对 条 件 采取 另 一 种 分 法 :第 一 部 分 , X .4= 克 有 ， 
第 二 部 分 ， 多 五 = 着 C， 这 就 产生 了 另 一 种 作 图 法 。 那 么 
结果 会 不 一 样 吗 ? 为 什么 不 能 呢 ? 
(2) 作 已 知 三 角形 的 内 切 国 。 把 问题 归结 为 去 求 圆心 。 
在 这 个 问题 时 
未 知 量 是 一 个 点 ， 记 为 X 
已 知 量 是 三 条 直线 9，6 和 cy 
条 件 是 点 X 到 三 条 给 定 直线 的 〈 生 直 ) 距离 相等 。 
我 们 把 条 件 分 成 两 部 分 ， 
第 一 部 分 ， 儿 到 a 和 6 的 距离 相等 。 
第 二 部 分 ，X 到 a 和 < 的 距离 相等 。 
满足 第 一 部 分 条 件 的 点 的 轨迹 由 两 条 互相 秋 直 的 直线 组 
成 ， 即 6 和 6 所 夹 的 角 的 角 平 分 线 。 第 二 部 分 的 轨迹 与 此 类 
似 。 这 两 条 委 迹 有 四 个 交点 ;除了 三 角形 内 切 圆 的 圆心 外 ， 
我 们 还 得 到 了 三 个 旁 切 加 的 圆心 。 
16 


请 注意 ， 在 这 个 应 用 里 ,要 求 对 81.? 术 尾 模型 的 陈述 
微小 的 修改 。 应 改动 些 什么 呢 ? : 

(3) 给 定 两 条 平行 线 及 其 间 一 点 ，, 试 作 一 国 与 给 定 的 两 
直线 相 切 并 通过 已 知 点 。 把 所 求 的 图 形 在 纸 上 画 出 来 ， 就 会 
发 现 我 们 可 以 很 容易 地 先 解决 一 部 分 问题 ， 给 定 的 两 平行 线 
和 的 距离 显然 就 是 所 求 图 的 直径 ， 而 它 的 一 半 就 是 半径 。 

我 们 把 问题 归结 为 求 未 知 几 的 圆心 刁 。 

知道 了 半径 为 >， 我 们 就 可 把 条 件 分 开 如 下 

第 一 部 分 ， 久 与 给 定点 的 距离 是 r。 

第 二 部 分 ， 习 到 两 给 定 直线 的 距离 都 是 r。 

第 一 部 分 条 件 决 定 一 个 回 ， 第 二 部 分 条 件 决定 一 条 位 于 
两 平行 线 的 当中 且 平 行 于 它们 的 直线 。 

如 果 不 知道 所 求 圆 的 半径 ， 我 们 可 以 把 条 件 这 样 去 分 ， 

第 一 部 分 ， 羡 距 给 定点 和 给 定 的 第 一 条 直线 距离 相等 。 

第 二 部 分 ， 居 此 给 定点 和 给 定 的 第 二 条 直线 距离 相等 。 

把 条 件 分 为 这 样 两 部 分 ， 从 届 辑 上 说 是 无 可 非议 的 ， 然 
而 却 毫 无 用 处 ， 因 为 这 里 得 到 的 轨迹 是 抛物 线 ， 这 是 我 们 用 
直 尺 和 圆规 所 作 不 出 来 的 。 请 注意 ， 我 们 设计 的 解 题 方案 基 
本 要 点 就 是 ， 所 得 到 的 轨迹 必须 是 回 弧 或 直线 。 

这 个 例子 可 以 使 我 们 更 好 地 去 理解 双轨 迹 的 模型 。 这 个 
模型 在 许多 场合 部 是 有 用 的 ， 但 正 象 有 些 例子 所 表明 的 那 
样 ， 它 也 有 它 的 局 限 性 。 

31,4 设想 问题 已 经 解 出 来 了 
_ 所 谓 打 如 意 算 符 ” ,就 是 去 想象 一 些 你 现在 还 没有 得 到 

区。 原文 为 。wishful thinking 一 一 。 凡 文中 如 星 号 的 注释 , 均 为 

译 考 注释 。 
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的 好 东西 。 艾 如 一 个 娥 汉 ， 除 了 一 小 片 二 面包 以 外 什么 也 没 
有 ， 在 自 言 自 语 ，“ 要 是 有 点 火腿 就 好 了 ， 如 果 还 有 儿 个 汐 
蛋 ， 我 就 可 以 做 火腿 辣 蛋 了 。7” | 

人 们 常常 会 告 激 你 ， 打 如 意 算盘 是 不 好 的 。 但 是 我 劲 你 
不 变相 信 ， 因 为 这 从 从 是 一 个 错误 的 成 兄 。 如 意 算盘 是 可 以 
打 得 不 好 的 。 比 如 在 菜 涝 里 放 了 过 多 的 盐 ， 是 不 好 的 ， 或 者 
在 巧克力 布丁 里 那 怕 是 放 一 点 点 大 蕊 也 是 不 好 的 。 我 的 意 居 
是 说 ， 如 意 算盘 打 得 太 多 了 或 是 打 错 了 地 方 ， 那 会 是 很 精 粮 
的 。 但 如 意 算盘 本 身 却 并 不 是 坏 的 ， 在 生活 中 ， 在 解 题 时 
打点 如 意 算盘 有 时 是 会 带 来 很 大 的 帮助 。 辟 如 那个 可 怜 的 局 
汉 ， 脑 子 里 打 着 点 火腿 前 鸡蛋 的 如 意 算盘 的 话 ， 那 他 吃 起 干 
面包 来 就 党 得 有 味 得 多 ， 也 消化 得 好 些 。 现 在 我 们 来 考虑 下 
面 这 个 问题 (网 图 1.1)》。 . 

给 定 4，B 和 C 三 点 ， 作 一 直线 交 AC 于 XX， 交 BC 于 Y， 
使 得 

AX=XY=YB 

我 们 想象 已 经 知道 了 两 个 点 世 和 Y 中 某 一 个 的 位 置 (这 
是 一 个 如 意 等 盘 ) 。 那 么 我 们 就 能 很 容易 地 找 出 另外 那个 点 
(通过 作 一 条 垂直 平分 线 ) 。 国 难 在 于 我 们 连 一 个 点 的 位 置 
都 不 知道 ， 这 个 问题 看 来 并 不 容易 。 ， 

让 我 们 把 如 意 算 盘 打 得 大 一 点 ， 设 想 问 题 已 经 解 出 来 
了 。 也 就 是 说 ,假定 图 1.1 是 按照 我 们 问题 所 给 的 条 件 作出 来 
的 ， 那么 ,折线 4XYB 中 的 三 个 线段 就 怡 好 相等 。 这 样 做 也 
就 是 我 们 想象 一 件 还 没有 到 手 的 好 事情 :我 们 想象 所 求 直 线 
XY 的 位 置 已 经 找到 了 ， 即 想象 书 经 找到 了 问题 的 解 。 

有 张 图 1,1 摆 在 面前 总 是 好 事 。 那 些 我 们 应 该 考虑 的 几 
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何 元 崇 一 已 经 有 的 和 要 去 找 的 ， 即 已 知 量 和 炒 知 量 ， 它 们 
被 条 伯 联 系 在 一 起 一 一 都 在 图 上 显示 出 来 了 。 和 利用 面前 这 张 
图 ， 我 们 可 以 思索 蛙 些 有 用 的 元 素 可 以 由 已 知 车 作出 来 ， 哪 
些 元 到 对 于 作出 未 知 量 是 有 用 的 。 我 们 可 以 从 已 各 量 出 发 胃 
前 指 ， 也 可 以 从 未 知 量 出 全 拓 加 去 ， 那 怕 是 走 点 窒 路 也 是 
不 无 教 益 的 。 

你 总 能 用 七 巧 板 " 拼 几 祥 漳 形 吧 ?你 能 解 出 这 个 问题 的 
茶 些 部 分 吗 ? 图 1.1 里 有 一 个 三 角形 人 XCY ， 你 能 把 它 作出 
来 吗 ? 我 们 得 有 三 个 已 知 量 才 行 ， 可 异 ， 我 们 只 有 一 个 一 一 
角 C。 

你 内 能 利用 你 已 有 的 订 西 ， 你 不 能 用 你 还 没有 的 东西 。 
那么 ， 您 能 不 能 从 已 知 的 东西 里 导出 某 些 有 用 的 东西 呢 ? 当 
然 罗 。 把 定点 4 和 8 联 起 来 是 再 容易 不 过 了 ,而 联 线 也 许 是 有 
用 的 ， 让 我 们 面 上 它 图 1.2) 。 然 而 要 想必 出 4 有 怎样 才能 
用 上 可 不 那么 容易 ， 要 路 先 把 它 拥 在 一 边 吧 ! 

图 1.1 里 看 上 去 是 那么 空 葛 , 这 自然 使 我 们 发 出 疑问 ;是 
不 是 在 作 图 时 还 需要 些 别 的 线 ， 是 些 什么 线 呢 ? 

线段 4 人 ，XY 和 YB 是 相等 的 《我 们 认为 它们 是 相等 的 
一 一 如 意 算盘 ! 》 相 等 的 线段 本 来 是 可 以 用 来 构 威 很 多 美妙 
的 图 形 的 ， 然 而 它们 现在 却 是 处 在 这 样 别扭 的 相对 位 置 上 。 
也 许 我 们 应 该 再 加 .上 一 些 相等 的 线段 ， 先 加 上 一 条 吧 ! 

机 运 和 灵感 会 提醒 我 们 在 图 形 里 引进 这 样 一 条 线 , 作 了 YZ 
平行 且 等 于 污 4, 见 图 1.3 (我 们 现在 是 从 未 知 量 : 
冀 出 发 ， 试 图 例 推 四 去 ， 得 到 已 知 量 )。 


*) 蛛 文 为 jigsaw puzzle。 
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- x a . 
加 1+1 米 知 是， 已 知 量 ， 条件 医 1"2 问 是 扒 《 从 已 知 量 出 发) 


图 1.4 和 以 前 的 锅 识 联系 起 东 


人 


引进 线 眉 YZ 只 是 一 个 尝试 ， 木 过 看 来 这 条 线 不 错 , 因 为 
它 带 来 了 一 些 熟 瑟 的 图 象 。 连 接 ZA4 和 ZB 〈 见 图 1.4) 。 我 
们 得 到 了 菱形 三 42Z7 和 等 腰 三 角形 B7Z。 你 能 解 出 问题 的 
某 些 部 分 吗 ? 你 能 作出 八 37Z 吗 ? 作 等 腰 三 角形 得 要 两 个 区 
知 量 ， 但 是 不 未 ,我们 只 有 一 个 已 知 量 《<BYZ ~ 一 C) 。 
不 过 从 这 里 我 们 还 是 可 以 得 到 点 东西 ， 即 使 我 们 不 完全 晓得 
人 BYZ， 我 们 却 晓 得 它 的 形状 ， 虽 然 我 们 不 知道 它 的 尺 十 
大 小 ， 我 们 却 可 以 作出 一 个 与 它 相似 的 三 角形 。 

这 一 下 我 们 到 了 高 解答 近 一 点 的 地 方 了 ， 但 我 们 还 没有 
得 到 解答 ， 我 们 还 必须 试 着 多 做 点 事 才 行 。 迟 早 我 们 会 想起 
前 面 的 尝试 一 一 图 1,2。 怎样 把 前 后 这 两 者 联系 起 来 呢 ? 拒 
图 1.2 和 1.4 疮 在 一 起 我 们 便 得 到 了 图 1.5, 这 里 面 出 现 了 一 个 
新 的 三 角形 B82Z4。 我 们 能 作出 它 吗 ? 假如 我 们 知道 了 
人 BYZ， 就 可 以 作出 它 来 ， 因 为 在 这 种 幸运 的 情况 下 , 我 们 
能 收集 到 三 个 已 知 量 : 两 条 边 ，2B 和 ZA4=ZY， 和 8 点 的 
角 。 可 是 ， 我 们 并 不 能 如 愿 ， 不 管 怎么 说 ， 我 们 不 能 完全 知 
道人 BZA， 我 们 只 知道 它 的 形状 。 那 么 ， 下 面 我 们 怎么 办 
呢 ? 

我 们 作 相 似 于 四 边 形 BYZ4 (图 1.5) 的 四 边 形 
BY'21'41 ( 见 图 1,6) 。 它 在 所 求 的 图 形 里 是 一 个 紧要 的 部 
分 ， 因 为 它 可 以 作为 一 块 达到 彼岸 的 跳板 ” ! 


81.5 相似 形 的 模型 
我 们 现在 按照 图 1,1 一 一 1.6 的 启示 来 作 这 个 图 形 。 


*) 大福 为 Stepping Stone 按 照 前 后 文章, 我 们 认为 译作“ 跳 
屋 ” 更 为 切合 原意 。 
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在 给 定 的 直线 3 上 ( 见 图 1.6)， 任 意 选 一 点 Y 《但 不 
要 离 B 太 远 ) 。 作 直线 了 1Z( 平 行 于 C4， 使 得 
YZ/=Y'B 
然后 ， 在 48 上 决定 一 个 点 4'， 使 得 
A2'=Y"27 
过 4 作 平行 于 人 2 的 直线 ， 并 找 出 它 与 3Z' 的 延长 线 的 交 
点 ， 这 个 交点 就 是 所 要 求 的 点 Z。 剩 下 的 部 分 就 容易 了 。 

四 边 形 4ZY8 和 4AZ'Y'B 不 仅仅 是 相似 的 ， 而 生还 是 
“同位 相似 ” 《homothetie) 的 ， 如 点 是 它们 的 相似 中 心 。 
这 就 是 说 ， 两 个 相似 图 形 的 对 应 点 的 任何 联 线 必 通过 点 。 

这 里 我 们 附带 所 一 知 ， 在 两 个 相似 图 形 中 ， 首 先 引起 我 
们 往 划 的 那 一 个 ，4ZYB, 实际 上 却 是 后 作出 来 的 > 。 从 这 
里 我 们 可 以 对 于 求解 间 题 体会 到 一 些 东 西 。 

”上 述 例子 给 出 了 一 个 一 般 的 模型 ， 如 果 你 不 能 够 作出 要 
来 的 图形 ， 就 考虑 作出 与 它 祝 似 的 图 形 的 可 能 性 。 

本 章 末 昨 有 此 例子 ， 如 时 你 从 头 到 尾 把 它们 做 出 来 ， 你 

就 能 够 休会 到 “相似 图 形 ” 模 型 的 用 处 。 


1.6 例 
下 面 这 些 例子 〈 从 某 些 方 面 讲 ) 是 各 不 相同 的 ! 但 它们 
的 差异 可 以 更 清楚 地 揭示 出 我 们 希望 剖析 的 那些 共同 特征 。 
(1) 作 两 国 的 公共 切线 。 设 两 图 的 位 置 给 定 〈 画 在 纸 


1) 在 我 们 刚 完 成 的 这 个 “ 渍 历 ” 中 〈 从 看 1,4 开 始 ) ， 最 值得 注 
意 的 一 步 就 是 “设想 问题 已 经 解 出 来 了 ”。 这 方面 进一步 的 说 明 参 见 
IISI， 和 网 ?3，pP,104 一 195， 和 了 Pappas，pP,14I 一 143, 特 别 龙 pp。 
146 一 147。 
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.上 》， 我 们 希 户 作 直 线 同 时 切 于 两 加 。 如 果 给 定 的 两 图 不 重 
琶 ， 那 么 它们 有 四 条 公 切 线 :两 条 外 公 切 线 和 两 条 内 公 切 
线 。 让 我 们 限于 考虑 外 公 切 线 《 见 图 1.7) ,除非 两 圆 中 的 一 
个 完全 包含 在 另 一 个 的 肉 部， 外公 切 线 总 是 存在 的 。 


”图 1.7 业 知 最 ,已 知 县 ， 条件 


如 果 你 不 能 解 出 所 提 的 问题 。 那 么 就 考虑 一 个 适当 的 与 
之 相关 联 的 问题 。 一 个 显然 与 之 关联 的 问题 是 〈 假 定 读 者 已 
经 知道 它 的 解法 ); 从 图 外 一 点 作 已 知 圆 的 切线 。 这 个 问题 实 
际 上 是 所 提问 题 的 极端 情形 ， 即 内 个 给 定 贺 中 的 一 个 退化 为 
一 个 点 。 通 过 变化 书 如 量 这 种 最 自然 的 途径 便 可 以 达到 这 种 
级 端 情形 。 我 们 可 以 采用 很 多 方式 去 变化 已 知 量 ， 例 如 缩小 
一 个 圆 的 半径 而 让 另 一 个 圆 不 变 ， 或 是 缩小 一 个 图 的 半径 而 
放大 另 一 个 圆 的 半径 ， 或 是 同时 缩小 两 个 加 的 半径 。 这 时 ， 
我 们 突然 欠 出 一 个 念头 ， 如 果 让 两 个 圆 同时 按 同 样 的 连 度 缩 
小 ， 那 么 症 圆 在 相同 的 时 刻 时 就 减少 了 同一 长 度 。 天 一 画 这 
个 变化 的 图 ， 我 们 就 会 看 到 ， 每 一 个 公 切 线 也 在 移动 ， 但 移 
动 时 保持 着 彼此 平行 ,直到 最 后 得 到 了 图 1.8。 这 也 就 得 出 了 
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解法 ， 从 较 小 的 加 的 图 心 出 发 ， 作 一 条 新 加 的 切线 ， 这 个 新 
闻 与 较 大 的 辐 向 心 ， 它 的 半径 是 两 定 圆 的 半径 之 其。 利用 这 
样 得 到 的 图 形 作为 … 块 帕 板 ， 由 它 出 发 ， 即 可 容易 地 得 到 所 
要 求 的 外 公 切 线 (只 需 作 西 个 矩形 就 行 了 )》。 


(2) 给 定 三 条 中 线 , 求 作 三 角形 。 我 们 “设想 问题 已 经 解 
决 了 ”; 也 就 是 说 ， 枉 一 个 (所 要 求 的 ) 三 角形 ， 假 设 它 的 三 
条 中 线 恰好 就 是 给 定 的 那 三 条 ( 见 图 1,9)。 我 们 应 当 记 得 ， 
兰 条 中 线 交 于 一 点 〈 图 1.9 中 的 好 ， 亦 即 三 角形 的 重心 ) ,这 
个 点 把 每 条 中 线 分 成 1 :2。 把 这 些 事实 末 在 图 上 ， 记 线段 
4M 的 中 点 为 口 , 则 点 DD 和 点 性 就 把 中 线 4E 分 成 相等 的 三 部 
分 〈 见 图 1.10) 。 . 

所 求 三 角形 分 成 了 六 个 小 三 角形 。 你 能 解 出 问题 的 一 部 
分 吗 ? 为 了 作出 一 个 小 三 角形 ， 需 要 有 三 个 已 知 量 ， 可 我 们 
只 知道 两 条 边 ， 一 边 是 一 条 给 定 中 线 的 三 分 之 一 ， 另 一 边 也 
是 另 一 中 线 的 兰 分 之 一 ， 第 三 个 已 知 量 却 不 知道 。 那 么 ， 你 
能 找 出 另外 一 些 具有 三 个 已 知 量 的 三 角形 吗 ? 在 图 1,10 中 ， 
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看 来 点 也 可 望 得 出 更 多 的 关系 一 -如 困 我 们 把 点 也 和 相 邻 的 
虚 联 结 起 来 ， 我 们 就 会 发 现 人 MDG 的 每 一 边 都 是 一 条 中 线 
的 三 分 之 一 一 一 于 是 由 已 知 芋 边 便 可 以 作出 此 三 角形 一 这 
就 是 一 块 肢 板 ! 狮 下 的 事 就 容易 了 。 


B € 


医 1.9 ”本 知 景 ， 已 乔 苹 ， 条件 。 图 1*10 可 望 得 出 更 多 关系 的 一 个 点 


(3) 对 于 每 一 个 关于 平面 上 三 角形 的 问题 ,都 有 一 个 关 
于 球 画 三 角形 * 或 三 面 角 的 问题 跟 它 对 应 (所 谓 三 面 角 就 是 
会 于 三 个 平面 之 间 的 那个 角 ; 以 这 个 角 的 顶点 为 球 心 作出 来 
的 球面 交 三 面 角 于 一 个 球面 往 角形 ) 。 因 此 立体 几何 的 一 些 
问题 可 以 归结 为 平 而 几何 的 问题 。 这 种 把 空间 图 形 问题 归结 
为 平面 图 形 问题 ， 实 际 上 ， 万 是 画 法 几何 研究 的 对 象 ， 它 是 
几何 学 的 一 个 有 趣 的 分 支 ， 是 工程 师 、 建 筑 师 在 制作 机 器 、 
船 舰 、 建 筑 物 等 的 精确 图 纸 时 所 不 可 缺少 的 。 

下 述 这 个 问题 并 不 要 求 读者 有 任何 画 法 几何 的 知识 ， 只 
要 有 一 点 立体 几何 的 知识 和 某 些 常识 就 行 了 。 阿 题 是 ， 给 定 
二 面 角 的 硬 角 ， 作 它 的 二 面前 。 


*) 球面 三 = 角形 就 基 球 面 上 以 大 图 的 弧 为 边 的 三 角形 。 
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令 s、5 和 表示 三 面 角 的 面 角 〈 即 对 应 的 那个 球面 三 角 
形 的 边 ) ，c 玫 示 面 6 所 对 的 二 面 角 《a 是 球面 三 角形 的 一 个 
角 ) 。 问 题 就 是 给 定 了 a、5、c， 求 作 o (用 同样 的 方法 ， 可 
以 作出 所 有 的 三 个 二 而 角 ， 因 此 我 们 只 要 作出 其 中 一 个 -一 
c 即 可 ) 。 

将 己 知 量 先 画 出 来 。 我 们 把 c;8 和 ?并 列 画 在 一 个 平面 上 ， 
《( 兄 图 1.11) 。 而 为 了 将 未 知 量 郴 出 来 ， 我 们 应 看 一 下 图 形 在 
空间 里 的 形状 (将 图 1,11 复 制 在 硬 纸 片上, 沿 着 a，5 闻 和 4， 
c 闻 的 那 现 条 线 折 生 起来， 便 作 出 了 这 个 三 而 第 )。 在 图 1.12 
中 ,我们 看 到 的 是 这 个 三 面 角 的 透视 图 ，4 是 在 面 c 所 对 的 杰 
上 随便 取 的 一 点 ， 从 4 点 出 发 ， 引 此 模 的 两 条 重 线 ， 一 条 画 
在 面 4 上 ， 另 一 条 画 在 面 c 上 ， 这 两 条 垂 线 的 夹 角 就 是 我 们 所 
要 求 的 那个 二 面 角 a。 

请 注意 我 们 的 未 知 量 ! 一 一 它 是 一 个 角 ， 即 图 1.12 中 的 
角 o。 

你 能 用 什么 办 法 来 得 到 这 种 类 型 的 未 知 量 呢 ? 一 -通常 
的 办 法 是 通过 一 个 三 角形 来 确定 一 个 角 。 
这 个 图 里 有 一 个 三 角形 吗 ? 没有 ， 不 过 我 们 可 以 引进 一 


个 。 


图 1"11 已 知 量 、 
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实际 上 ， 存 在 着 一 条 明显 的 途径 ,将 包含 角 4 的 平面 去 
穿 三 而 角 ， 便 得 出 了 一 个 三 角形 ， 现 图 1.13。 这 个 三 角形 是 
一 个 有 希望 的 辅助 图 形 ， 也 是 一 块 有 希望 的 跳板 。 

到 这 里 ， 离 问题 的 解决 已 经 不 远 了 。 我 们 回 到 平面 图 形 
一 一 图 1.11。 在 图 中 已 知 量 即 角 c， 2，% 均 技 真 值 出 现 〈 展 平 
那个 把 我 们 从 图 1.11 带 到 图 1.12 的 硬 纸 片 模型 ) ， 这 时 点 4 
变 成 了 两 个 点 4 和 -4 《因为 通过 话 平 模型 ,我 们 把 在 空间 中 
是 毗连 的 两 个 面 2 和 ec 拆 开 了 ) 。 这 两 点 4 和 4 到 顶点 有 
相等 的 距离 。 通 过 点 41 垂直 于 4; 矿 的 直线 交角 6 的 另 一 退 于 
点 C，、 同 样 地 可 以 得 到 点 2， 购 图 1.14。 现 在 , 我 们 已 经 得 到 
了 图 1,13 中 引进 的 那个 辅助 三 角形 的 三 条 边 ， 即 -433 ,3C 和 
CA,， 因 面 很 容易 地 就 可 以 把 它 作出 来 《 即 图 1.14 用 虚线 男 
的 那个 三 角形 ) ， 它 含有 我 们 所 要 求 的 角 o。 

这 个 问题 跟 我 们 在 81I,1 里 对 遥 常 三 角形 所 讨论 的 那个 
最 简单 的 问题 是 类 似 的 ， 面 且 用 的 也 是 同一 种 作 图 法 。 从 这 
里 可 以 看 到 关于 运用 类 推 法 的 启示 。 


图 1*32 未 知 量 责 1*13 有 希望 的 跳板 
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图 lr14 解法 


了 1.7 辅助 图 形 的 模型 

我 们 回顾 一 下 在 上 面 8 1.6 中 所 讨论 的 那些 例子 。 它们 
的 类 型 十 分 不 同 , 佣 法 也 是 十 分 不 同 的 。 但 是 在 每 个 例子 里 ， 
解 古 的 关键 都 是 -个 辅助 图 形 。 这 种 辅 巧 图 形 在 (1) 是 一 
个 网 和 从 圆 外 一 点 所 作 的 丽 条 切线 ;在 (2) 是 由 所 求 三 角形 
中 划 出 来 的 一 个 小 三 角形 :在 〈3) 是 另 一 个 三 角形 。 在 每 一 
种 情形 ， 我 们 都 容易 地 由 已 知 量 出 发 作出 加 助 图 形 ， 而 一 旦 
我 们 有 了 辅助 图 形 ， 就 能 容易 地 藉 助 它 作出 原来 所 要 求 的 图 
形 。 这 样 用 两 步 便 可 达到 我 们 的 目的 ， 其 中 辅助 图 形 起 着 一 
种 跳板 的 作用 ， 它 的 发 现 是 决定 的 一 着 ， 是 我 们 作 图 中 最 关 
键 之 点 。 下 面 把 它 总 结 成 一 个 模型 ， 即 铺 助 图 形 的 模型 ， 叙 
述 如 下 ， 

试 着 去 发 现 图 形 中 的 某 些 部 分 ， 或 者 某 些 与 之 密切 关联 
的 辅助 图 彩 ， 这 些 列 形 是 你 能 作出 来 的 ,。 而 且 你 还 可 以 利用 
它们 作为 一 块 跳板 去 构造 出 原来 所 要 求 的 图 形 。 
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这 个 模型 叙述 是 相当 一 般 的 。 实 际 上 我 们 在 &1,5 中 给 
出 的 相似 图 形 的 模型 ， 只 不 过 是 它 的 一 个 特例 : 在 这 个 例子 
中 ， 那 个 相似 三 角形 就 是 以 相似 这 一 特殊 方式 与 原 图 形 关联 
的 一 个 特别 方便 的 辅助 图 形 。 

辅助 图 形 模型 的 很 大 的 一 般 性 必然 使 得 它 不 那么 具体 ， 
不 那么 确切 。 它 并 没有 特别 告诉 我 们 究竟 该 去 找 些 什 么 样 的 
图 形 。 .当然 ， 经 验 会 给 我 们 指出 某 些 方向 (虽然 并 不 存在 什 
么 严格 的 、 可 舒 的 法 则 ) : 我 们 应 当 去 找 这 样 的 图 形 ， 它 们 
是 容易 从 所 求 图 形 里 “划分 ”出 来 的 ， 或 者 是 些 “ 简 单 的 ” 
图 形 (如 三 角形 〉; 或 者 是 “极端 情形 ”等 等 。 我 们 可 以 学 
到 这 样 一 些 方法 ， 比 如 变化 己 知 量 或 是 利用 类 比 等 ， 在 某 些 
场合 ， 它 们 是 可 以 提示 合适 的 辅助 图 形 的 。 

至 今 我 们 已 经 分 别 给 出 了 三 种 不 同 的 用 以 处 理 几 何 作 图 
问题 的 模型 。 辅 助 图 形 民 型 有 较 大 的 选择 余地 ， 但 它 比 起 相 
似 图 形 模型 来 ， 日 标 并 不 是 那么 明确 。 双 扫 迹 模型 是 最 简单 
的 一 一 你 可 以 首先 用 它 去 尝试 一 下 ， 因 为 在 大 多 数 情况 下 ， 
最 好 是 先 用 最 简单 的 模型 去 尝试 。 不 过 不 要 因此 就 把 自己 柬 
缚 起 来 ， 思 想 还 是 要 开阔 一 些 ， 设 想 问题 已 经 解 出 来 了 ， 画 
一 张 图 ， 把 已 加 县 和 未 知 量 很 好 地 联系 起 来 ， 使 每 一 个 元 素 
都 恰好 在 它 的 位 置 上 ， 所 有 的 元 素 痢 被 由 条 件 所 确定 的 关系 
联系 着 。 好 好 研究 这 张 图 ， 试 着 从 里 面 看 出 森 些 熟悉 的 结 
构 ， 试 着 回忆 起 那些 你 己 掌 握 的 有 关 知 识 〔 如 相关 的 问题 ， 
可 以 用 得 着 的 定理 等 等 ) ， 或 是 去 找 出 一 个 缺 日 ( 辟 如 图 形 
中 比较 容易 入 手 的 某 一 部 分 )。 也 许 你 走运 ， 一 个 闪 念 会 突 
然 从 图 形 里 浮现 在 你 面前 ， 给 你 提供 出 一 条 很 合适 的 辅助 线 
或 是 一 个 怡 当 的 模型 ， 或 是 其 他 有 用 的 步骤 。 
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第 一 音 的 习题 与 评注 


1.1 到 定点 的 距离 为 定 长 的 点 的 轨迹 是 什么 ? 
1.2 .与 定 直 线 等 距 的 点 的 轨迹 是 什么 ? 
1 到 两 定点 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 什么 ? 

1.4 到 两 条 给 定 的 平行 直线 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 什 
么 ? 

1.5 到 两 条 给 定 的 相交 直线 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 什 
么 ? 

1,6 给 定 三 角形 两 个 顶点 4 和 8， 以 及 4B 的 对 角 Y， 三 
角形 并 不 确定 ,第 三 个 项 点 《 即 角 ? 的 顶点) 还 可 以 变 : 问 第 


三 个 项 点 的 轨迹 是 什么 ? 
1.7 符号 ;在 处 理 三 角形 时 ,为 便利 起 见 , 引进 下 列 符号 : 
A, B,C 顶点 
ga 6, 边 
ay， BY 角 
fas hp, fic 高 
May Pp fe 中 线 
-oo dp, dr 角 平 分 线 
R 外 接 略 半径 
r 内 切 圆 半径 


约定 角 % 所 对 的 边 是 :， 其 项 点 为 4， 即 线段 hr、mo 和 da 的 公 
共 端 点 。 按 通常 的 用 法 ，“ 既 代表 边 〈 线 段 ) ,也 代表 边 的 长 
许 , 读 者 可 以 从 上 下 文 里 看 出 它 的 确切 意思 。 对 于 符号 8,c， 
和，…"… 中 ， 玉 ，7 也 是 如 此 。 虽 然 存在 含糊 之 处 ， 不 过 我 
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们 还 是 这 样 去 用 。 

请 注意 作 图 时 如 果 数 据 〈 已 知 量 ) 选取 得 不 好 ， 问 题 可 
能 是 不 可 解 的 〈 即 满足 记 给 条 件 的 图 形 可 以 不 存在 ); 例如 ， 
当 a>b+c 时 ， 以 4，5b，c 为 边 的 三 角形 就 不 存在 。 记 以 应 当 
首先 检验 一 下 所 给 的 数据 ， 久 判断 要 作 的 图 形 能 否 存在 。 

T.8 给 定 g，b，mu 作 三 角形 。 

1.9 给 定 a<，ftia，ms 作 三 角形 。、 

1.10 给 定 <， 有 ,，a 作 三 角形 。 

1.11 给 定 z，mia，0 作 三 角形 。 . 

1.12 给 定 三 条 《无 限 长 ) 直线 , 求 作 一 知 ， 使 它 与 前 两 
条 直线 相 切 ， 并 且 圆心 在 第 三 条 直线 上 。 

1,13 给 定 两 条 相交 的 无 限 长 直线 和 长 为 "的 线段 ， 作 一 
癌 使 得 它 与 两 条 给 定 的 直线 相 切 ， 而 半径 为 。 

1,14 求 作 一 圆 ， 使 它 通过 已 给 点 , 与 给 定 直线 相 切 并 议 
给 定 长 度 为 半径 。 . 

1.15 海 图 上 标 有 三 座 灯 塔 , 某 船 可 以 同时 看 到 这 二 座 灯 
塔 ， 如 果 已 测 得 从 它们 发 来 的 光线 间 的 夹 角 ， 试 确定 船 在 海 
图 上 的 位 置 。 

1.16 在 给 定 贺 的 内 部 求 作 三 个 等 圆 , 使 得 这 四 个 圆 彼此 
相 切 。 (这 祥 的 图 案 有 时 我 们 可 在 哥 德 式 建筑 的 窗子 上 看 
到 ， 至 于 含有 由 个 或 六 个 内 赔 的 类 似 的 图 案 则 更 为 常见 )。 

1.17 在 三 角形 内 部 找 一 点 ,使 得 从 它 看 过 去 ， 三 条 边 具 
有 相同 的 视角 。 

1.18 三 等 分 给 定 三 角形 的 面积 。 即 在 给 定 的 公 48C 内 
部 求 . -点 必 ， 使 得 和信 X 半 8C. 人 了 C4 和 会 瑟 48 的 面积 相等 。 

[保留 部 分 条 件 ， 而 扔 撞 其 余 的 条 件 ， 如 果 只 要 求 
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人 于 CA 与 人 XCB 的 面积 相等 ， 革 有 您 样 的 轨迹 ? 这 个 问题 
的 答案 可 以 提供 你 一 个 解 不 题 的 思路 ， 当 然 也 可 以 用 别 的 方 
法 去 解 它 。] 

1.19 给 定 e，a，r 作 三 角形 。 

[保留 部 分 条 件 ， 而 扔 掉 其 侈 的 条 件 ， 不 考虑 r， 只 保留 
G 和 w， 内 切 圆 的 中 心 有 人 怎样 的 轨迹 ? ] 

1,20 给 定 <， 扣 ，c 作 三 角形 。 

1.21 给 定 e， 态 ，dr 作 三 角形 。 

1.22 给 定 <， 及 ，he 作 三 角形 。 
,25 给 定 ha，h，B 作 三 角形 。 
.24 给 定 jo BY 作 三 角形 。 
,25 给 定 hs，ds，0 作 三 角形 。 
.26 给 定 一 边 和 两 条 对 角 线 ， 求 作 平 行 四 边 形 。 
,27 给 定 四 边 c，5， < 和 d， 其 中 *，c 平 行 ， 求 作 一 梯 


一 一 一 一 一 


1,28 已 知 四 边 形 欧 由 条 边 :，5，c，d 和 两 条 对 边 c 和 < 
生成 的 来 角 e， 求 作 此 四 边 形 。 

7.29 给 定 ?，2+c 和 9a， 作 三 角形 。 

[不 要 忘 记 在 图 形 里 画 上 所 有 给 定 的 数据 。5+ 5 应 面 在 
哪里 ? ] 

1.30 给 定 z，6+c 和 8 ~Y， 求 作 三 角形 。 

1.31 给 定 z+ 5+c，ho，a， 求 作 三 角形 。 

[对 称 性 ，b 和 ce (未 给 定 ) 的 地 位 是 可 以 交换 的 。] 

1.32 给 定 两 个 没有 公共 部 分 的 贺 ， 求 作 其 内 公 切 线 。 
(这 两 个 圆 在 它们 外 公 若 线 记 决定 的 同一 个 半 平 面 内 ， 而 在 
它们 内 公 切 线 记 决 定 的 不 同 的 闪 半 面 内 。) 
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1.35 给 定 三 个 等 回 ， 求 作 一 圆 包含 此 三 加 并 与 三 图 柏 
切 。 

1.34 给 定 <， PB，d+， 求 作 三 角形 。 

1.35 在 给 定 的 直人 条 三 角形 内 作 一 正方 形 ,使 得 正方 形 的 
一 角 与 三 角形 的 直 稻 重合 ， 与 此 角 相 对 的 顶点 在 斜 边 上 上 ， 布 
另外 两 个 顶点 分 别 在 黄 条 直角 边 上 。 

1.38 在 给 定 的 三 角形 48C 内 作 一 正太 形 ， 使 得 它 的 两 
个 顶点 在 48 上 ， 另 两 个 顶点 分 判 在 4C 和 BC 上 。 

1.37 在 给 定 的 网 的 遍 形 内 作 一 正方 形 ,使 得 它 的 两 个 顶 
点 在 圆 弧 上 ， 面 另外 两 个 顶点 分 别 在 扇形 中 心 角 的 两 条 边 
上 。 

1.38 求 作 一 阅 过 两 已 知 点 且 与 已 知 直 钱 相 切 。 

1.39 求 作 一 加 过 已 知 点 并 与 给 定 的 两 条 直线 相 切 。 

1.40 在 剧 外 作 一 外 切 五 边 形 , 已 知 它 的 五 个 角 4,B,Y， 
8 和 和 e (当然 满足 c +B+Y+5+5=540”)〉 以 及 周 长 !。 

1.41 给 定 ha，h6，fe， 求 作 三 角形 。 

1.42 的 陷 。 可 能 会 遇 到 -- 个 几何 作 图 问题 是 无 解 的 情 
况 ， 即 不 存在 满足 所 给 条 件 《 附 带 给 定 的 数据 ) 的 图 形 。 例 
如 : 藻 o>>b+ c， 刚 以 e，2，c 为 边 的 三 角形 是 不 存在 的 。 一 
个 完善 的 解法 应 是 或 考 得 出 满足 所 给 条 件 的 图 形 ， 或 者 证 明 
这 种 图 形 是 不 存在 的 。 

也 可 能 会 出 现 这 种 情况 。 所 提问 题 本 身 具 有 一 个 解 ， 而 
辅助 问题 却 没 有 解 一 一 即 按照 我 们 制定 的 作 图 方案 ， 那 个 为 
作出 所 求 图 形 而 必 需 的 辅助 图 形 是 不 可 能 作出 来 的 。 当 然 ， 
这 就 反映 了 我 们 方 寄 的 缺陷。 

你 用 以 解 习题 1.1 的 方法 是 完善 的 吗 ? 《以 65， 156， 
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169 为 边 长 的 三 角形 是 直角 宇 角形 , 因为 这 些 边 与 5,12,13 成 
比例 一 一 而 高 则 为 156，65，60) 如 果 答 案 基 否定 的 ,能 改进 
你 的 方法 网? 

.43 给 定 <:，c，R， 求 作 三 角形 。 

了 .44 园 过 头 来 看 大 习 感 1.43 的 解 ,你 可 以 追问 若干 有 益 
的 问题 并 提出 一 些 相关 的 问题 。 

(a) 一 个 类 似 的 问题 ? 

(5) 一 个 更 一 般 的 问题 ? 

《c) 给 定 z，P，R 作 三 角形 。 

《qd》 给 定 4，r ， 卫 作 三 角形 。 

1.45 三 个 监听 站 。 三 个 监听 站 都 记录 了 听 到 敌 炮 声 六 
的 时 间 ， 试 根据 这 些 数字 ， 在 地 图 上 确定 敢 炮 炮 位 下 。 

这 里 声速 是 已 知 的 。 试 比较 本 题 与 1.15 三 个 灯塔 问题 之 
间 的 相似 之 处 与 不 同 之 处 。 . 

1.46 关于 双轨 迹 的 模型 。 对 于 习题 1,2，1,5 利 1 ,6 提 到 
的 轨迹 ,双轨 迹 模型 适用 吗 ? 参阅 $1.2 最 后 关于 双轨 迹 模型 
的 一 段 文字 。 

1.47 三 轨迹 的 模型 。 平 面 几何 的 概念 在 立体 几何 里 可 
以 有 各 种 类 比 。 例 如 ， 在 $1.6 (3) 中 ， 我 们 把 球面 三 角形 
或 三 面 角 类 比 于 通常 平面 上 的 三 角形 ， 我 们 也 可 以 把 四 面体 
类 比 于 通常 平面 上 的 三 角形 ， 按 照 这 种 观点 ， 下 面 的 问题 ; 
作 给 定 四 面体 的 外 接 球 就 是 8§1.3 中 (1) 的 问题 的 类 比 。 

让 我 们 详细 地 谈 一 下 这 个 类 比 。 我 们 拒 上 述 问题 归结 为 
求 这 个 球 的 球 心 。 在 这 个 问题 里 

未 知 量 是 一 个 点 吕 ; 

已 知 量 是 四 个 点 《给 定 四 面体 的 顶点 ) 4，28，C 和 DD; 
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条 件 是 四 个 距离 相等 
XA= XB= XC- XD 

我 们 可 以 把 条 和 件 分 成 三 部 分 ， 

D) XA=XB 

iiy XA=XC 

iiiy》 XA= XD 

条 件 的 经 一 部 分 都 对 涵 - -个 谣 迹 。 如 果 点 立 满 足 条 件 的 
第 一部分， 其 轨迹 为 一 平面 (站 可 以 在 它 上 面 变 ) ， 即 线段 
48 的 垂直 平分 面 ; 对 条 件 的 其 它 部 分 也 对 应 了 相应 的 平面 。 
最 后 ， 球 心 万 是 这 三 全 平面 的 交点 。 

假定 我 们 有 仪器 可 以 确定 三 个 给 定 曲面 的 交点 ， 这 些 曲 
面 或 者 是 平 而 或 者 是 球面 ，《〈 其 实 前 面 我 们 已 经 不 明显 地 作 
了 这 个 假定 了 。 直 尺 和 圆规 就 是 这 样 的 仪器 。 如 果 有 是 够 前 
画 法 几何 知识 ， 我 们 就 可 以 去 求 出 那些 交点 》 我 们 就 可 以 提 
出 并 解决 空间 的 几何 作 艾 问题 。 前 面 提 到 的 问题 是 一 个 便 
子 ， 而 它 的 解 则 建立 了 一 个 项 助 于 类 比 来 给 出 一 个 空间 作 图 
问题 模型 (三 个 狼 过 的 模型 》 的 榜样 。 

1.48 象 31,3 中 的 例 (1) 一样, 在 上 题 里 ， 我 们 可 以 用 
不 同 的 方法 去 分 解 条 件 , 从 而 得 出 男 一 种 极其 类 似 的 作 图 法 ， 
其 结果 会 不 一 样 吗 ? 为 什么 ? 

1.49 关于 几何 作 图 。 在 许多 几何 作 图 问题 中 ,虽然 所要 
求 的 网 形 显 然 是 “存在 的 ”， 但 是 却 无 法 用 直 尺 和 图 规 把 它 . 
作出 来 《可 以 用 其 他 的 一 一 同样 理想 化 的 一 -工具 作出 
来 ) 。 这 类 问题 中 著名 的 一 个 就 是 所 亩 的 三 等 分 角 问 题 ， 即 
用 直 尺 和 圆规 不 能 把 任意 角 三 等 分 。《〈 捍 Courant 和 Robpb- 
ins，pp，137 一 138。》 
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所 亩 一 个 完善 的 几何 作 图 方法 或 者 是 区 能 引导 我 们 用 直 
尺 和 图 规 作出 所 求 的 图 形 ， 或 者 应 指出 这 种 作 图 的 不 可 能 。 
我 们 讲 过 的 那些 模型 (双轨 迹 , 相似 图 形 , 辅助 图 彤 ) 虽 非 上 永 亡 
之 谈 《 我 希 户 读 者 对 这 一 点 已 经 有 体会 了 ) ， 但 它们 却 并 不 
是 完善 的 。 因 为 它们 常常 只 是 提示 某 种 作 图 的 途径 ， 而 当 它 
们 提示 不 出 什么 东西 的 时 懂 ， 我 们 就 只 好 仍 在 黑暗 中 摸索 
摘 不 清楚 完 间 是 由 于 图 形 本 身 不 可 能 作出 来 呢 ， 还 是 由 于 我 
们 的 努力 不 够 而 没 能 作出 来 。 

诚然 ， 儿 何 作 图 有 一 个 熟知 的 比较 完善 的 方法 〔 即 化 为 
代数 问题 的 方法 ) ， 不 过 我 们 现在 还 不 需要 就 去 讨论 它 。 日 
后 我 们 可 能 会 面临 一 些 另 一 类 的 问题 ， 到 那 时 也 许 也 没有 解 
决 它 的 完善 方法 ， 要 求 我 们 继续 去 探索 。 因 此 上 面 考虑 过 的 
种 种 模型 ， 即 便 它 本 身 是 不 完善 的 ， 也 可 以 作为 对 解 题 者 的 
一 种 教育 内 容 。 

1.50 更 多 的 问题 。 设计 一 些 与 本 章 所 提 的 问题 (特别 
是 那些 你 能 解 的 问题 》 关 似 仆 双 与 它们 不 说 的 问题 。 

1.51 集合 。 我 们 不 能 用 更 基本 的 梳 念 来 叙述 集合 的 定 
义 ， 因 为 没有 比 它 更 基本 的 概念 了 。 面 事实 上 ， 每 个 人 都 是 
熟悉 这 个 概念 的 ,即使 他 并 没有 用 “集合 ”这 个 词 。 “元 素 的 
集合 ”与 “一 类 对 象 ” ，“ 一 堆 东 两 ”或 者 “个 体 的 综合 ” 
等 语 ， 意 思 基 本 上 是 相同 的 。 如 “在 这 门 课 程 里 得 优 的 
学 生 的 全 体 ” 就 构成 一 个 集合 ， 即 使 你 不 全 知道 他 们 所 有 人 
的 姓名 。“ 空 间 中 到 两 个 给 定点 距离 相等 的 点 的 全 体 ”构成 
一 个 非常 明 移 的 点 的 集合 一 一 这 是 一 张 平面 。“ 在 给 定 平面 
上 距 给 定点 有 定 距 离 的 直线 的 全 体 ”构成 一 个 有 趣 的 集合 ， 
这 个 集合 是 由 一 个 加 的 所 有 切线 组 成 的 。 凑 ,5 和 c 是 任意 三 
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个 不 同 的 个 体 ， 只 以 这 三 个 个 体 作为 元 素 的 集合 ， 很 清楚 是 
完全 确定 的 。 
”如果 任 一 个 元 素 属于 两 个 集合 中 的 任 一 个 ， 也 必 同 时 属 
于 另外 一 个 ， 则 称 这 两 个 集合 是 相等 的 。 如 果 属 于 集合 4 的 
任 一 元 素 也 属于 集合 8B, 就 说 A 包含 在 8 中 ， 也 可 以 换 成 别 的 
说 法 ， 如 : 8 了 包含 4 或 4 是 B 的 子 集 合 等 等 。 

引进 空 集合 的 概念 往往 是 很 方便 的 。 所 谓 空 集合 指 的 是 . 
不 包含 任何 元 素 的 集合 。 例 如 ，“ 这 门 课程 里 得 优 的 学 生 的 
集合 ”， 当 所 有 学 生 在 这 门 课程 上 的 成 绩 都 不 高 于 良好 ， 或 
是 这 门 课程 没有 进行 最 后 考试 就 中 断 了 时 ， 上 面 所 谈 和 集合 就 


是 一 个 空 集合 ， 正 象 是 一 个 有 用 的 数 一 样 ， 空 集合 也 是 一 


个 有 用 的 集合 。0 小 于 任何 正 数 ， 空 集合 则 是 任何 集合 的 子 
集合 。 

车 于 个 全 合 的 最 大 公共 子 集 称 为 是 它们 的 交集 。 也 就 是 
说 ,集合 4，B，C，……， 工 的 交集 是 由 同时 属于 集合 4,B， 
Cs，…… 江 的 那些 《而 且 仅 仅 是 那些 》 元素 组 成 的 。 

例如 ， 设 4，B 是 两 个 平面 ,把 它们 考虑 成 点 的 集合 。 如 
果 它 们 既 不 相同 又 不 平行 ， 它 们 的 交 是 一 条 直线 ， 如 果 它 们 
虽然 不 同 ， 但 却 是 平行 的 ， 它 们 的 交 是 一 个 空 集 ， 如 果 它 们 
是 重合 的 ， 那 么 它们 的 “ 交 ” 就 是 它们 本 身 。 如 果 4,B 和 CC 
是 三 个 平面 ， 并 且 没 有 一 条 直线 与 它们 都 平行 ， 那 么 它们 的 
交 就 只 有 一 个 点 。 

“轨迹 ”一 词 的 意思 基本 上 号“ 集合 ”的 意思 是 一 样 
的 ， 例 如 到 固定 点 谍 离 都 等 于 定 长 的 点 的 集合 (或 轨迹 ) 是 
一 个 贺 。 在 这 个 例子 里 ， 我 们 是 通过 叙述 这 些 元 素 〈 或 点 ) 
必须 满足 的 一 个 条 件 或 这 些 元 素 〔 或 点 ) 必须 具有 的 一 个 性 
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质 去 界定 这 个 集合 或 轨迹 ) 药 。 

“条 件 ” 和 “ 迹 质 ”的 概念 是 跟 集 合 的 概念 不 可 分 地 联 
结 在 一 起 的 。 在 很 多 数学 例子 里 ， 我 们 都 能 简单 明了 地 把 刻 
划 集 合 元 素 的 条 件 或 性 质 陈 述 出 来 。 当 我 们 不 能 概括 地 表述 
出 这 些 条 件 或 性 质 时 ， 我 们 就 徐 统 说 ， 集合 5 的 元 素 具 有 局 
于 S 的 性 质 ， 或 是 满足 属于 5 的 条 件 。 

三 轨迹 模型 的 讨论 〈 在 双轨 迹 模型 之 后 ， 见 1.47) 已 经 
给 了 我 们 一 个 把 模型 推广 的 启示 。 关 于 集合 及 交集 合 概念 的 
引进 就 更 加 强 了 这 种 推广 的 可 能 性 ， 但 这 里 我 们 暂 旦 先 把 这 
一 想法 留 给 读者 自己 去 思索 ， 到 了 后 面 第 六 章 我 们 再 返回 来 

， 考 虑 它 。 

[于 若 个 给 定 集合 的 最 小 扩充 集合 (每 一 个 给 定 集合 都 是 
它 的 子 集合 ) 称 为 是 这 些 集 合 的 和 集 。 这 就 是 说 ,集合 4; 忆 ， 
…"…s 工 的 和 集 含有 A 的 一 切 元 素 ,8 的 一 切 元 素 ,…… 和 工 的 
一 切 元 素 ， 而 且 和 集 里 的 任何 元 素 必须 至 少 属于 集合 4 ,如 
…， 工 中 的 一 个 《也 可 以 属于 它们 中 的 车 于 个 )。 
集合 的 交集 与 和 集 是 密切 相关 的 两 个 概念 我们 在 这 里 
必须 指出 ， 它 们 在 某 种 意义 下 是 “互补 的 ”概念 ) 。 如 果 不 
提 其 中 的 一 个 ， 我 们 就 不 能 够 很 好 地 讲 清楚 另 一 个 。 当 然 ， 
我 们 这 里 接触 集合 的 交集 的 机 会 比 之 集合 的 和 集 来 说 是 要 多 
一 些 。 读 者 应 当 从 某 些 其 他 书 里 熟悉 集合 论 的 这 些 基 本 概 
念 ， 它 们 在 不 远 的 将 来 可 能 使 会 引入 中 学 的 课程 中 去 。) 
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第 二 章 ” 笛 卡 儿 (Descattes) 模 型 


$2.1 笛 卡 儿 和 他 的 万 能 方法 

RR. 依 卡 几 (1596 一 1650) 是 一 个 伟大 的 学 者 ， 他 被 公 
为 是 近代 哲学 的 黄 基 人 。 他 的 工作 改变 了 数学 的 面 狐 ， 他 在 
物理 学 史上 也 有 一 定 的 地 位 。 我 们 在 这 里 主要 是 想 谈 淡 他 的 
一 个 著作 ， 忌 给 的 法 则 。 《 参 青 ， 习 题 2.72) 。 

笛 卡 多 在 他 的 “法 则 ”里 ， 设 计 了 一 种 能 解 各 种 问题 的 
万 能 方法 ， 下 面 就 是 他 希望 能 用 来 解 各 种 类 型 问题 的 这 种 万 
能 方法 的 一 个 大 概 模 式 

首先 ， 把 任何 问题 化 为 数学 问题 。 

其 次 ， 把 任何 数学 问题 化 为 一 个 代数 问题 。 

第 三 ， 把 任 杀 代数 问题 归结 到 去 解 一 个 方程 式 。 

当 你 懂得 的 越 多 ， 你 就 越 能 看 出 这 个 设计 的 漏洞。 笛 卡 
儿 本 人 后 来 想必 也 注意 到 了 他 的 模式 在 某 些 情况 下 是 不 适 四 
的 ; 尔 管 怎么 说 取 ， 李 没有 完成 他 的 “法 则 ”， 在 地 后 来 的 
(为 大 家 所 熟知 的 ) 著作 《 方法论》 里 ， 也 只 谈 了 这 一 设计 
的 若 于 片断 。 

者 来 任 卡 儿 柳 式 里 的 想法 有 着 某 些 深刻 的 道理 ， 然而 要 
把 它们 付 诸 实施 就 存在 不 少 困难 ， 真 要 实现 起 来 会 碰 到 很 多 
障碍 和 错综复杂 的 问题 ， 并 不 象 答 卡 儿 在 开始 时 热心 想象 的 
郭 祥 容易 。 笠 呈 疙 的 设想 虽然 最 后 并 未 成 功 ， 但 它 仍 不 失 为 
一 个 伟大 的 设 息 ， 即 使 它 失 败 了 ， 它 对 于 科学 发 展 的 影响 比 

- 39 


起 千 万 个 碰巧 成 功 的 小 设想 来 ， 仍 然 要 大 得 多 。 

虽然 笛 卡 儿 的 模式 不 能 应 用 于 所 有 的 情况 ， 但 是 仍 能 适 
用 于 非常 多 的 情况 ， 其 中 包括 一 些 十 分 重要 的 情况 。 当 一 个 
中 学 生 用 “ 列 方程 ”的 方法 去 解 文字 题 时 ， 他 正 是 按照 笛 卡 
角 的 模式 应 用 他 的 基本 思想 去 做 的 。 

因而 ， 下 面 我 们 考虑 一 些 中 学 教材 中 的 问题 是 不 无 神 益 
的 。 


§2,2 一 个 小 问题 

下 面 这 道 答 力 测 验 题 ， 也 许 曾 在 好 几 个 世纪 里 引起 过 人 
们 的 兴趣 ， 今 天 它 还 会 引起 一 些 聪明 小 朋友 的 兴趣 。 

一 个 农夫 有 若干 鸡 和 兔子 ， 它 们 共有 50 个 藉 和 140 只 秆 ， 
问 玖 和 免 子 各 有 多 少 ? 

我 们 来 考虑 几 种 解 它 的 办 法 。 

《1) 试探 的 方法 。 一 共有 50 具 动物 。 它 们 不 可 能 全 是 
鸡 ， 因 为 50 只 鸡 只 有 100 只 脚 。 也 不 可 能 全 是 兔子 ,因为 那 就 
应 该 有 200 只 脚 ， 然 而 现在 只 有 140 只 脚 。 如 果 恰 好 有 一 半 是 
鸡 ， 另 一 半 是 兔子 ， 那 么 就 有 ……， 让 我 们 把 所 有 这 些 情况 
列 成 表 吧 ， 、 


鸡 免 脚 

50 0 ”100 
0 50 200 
25 25 150 


.如 果 鸡 的 数 自 少 一 些 ， 则 兔子 的 数目 就 要 多 一 些 ， 这 样 得 到 
的 脚 的 数目 也 就 多 一 些 。 反 过 来 ， 如 果 鸡 的 数目 多 一 些 呢 ? 
对 了 ， 鸡 一 定 多 于 25 上 只， 假定 是 30 只 吧 ， 那 么 就 有 ， 
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鸡 免 秆 
30 20 140 
得 出 来 了 ! 这 就 是 答案 ! 

是 啊 , 解 是 得 出 来 了 , 但 这 要 归功 于 这 里 给 出 的 数字 50 和 
.140， 相 对 地 讲 比 较 小 而 且 比 较 简 单 。 如 果 间 样 的 问题 ,给 的 
数字 比较 大 或 比较 复杂 ， 再 要 用 这 种 办 法 去 解 ， 就 得 费劲 地 
一 次 又 一 次 地 去 试 算 ， 还 得 靠 点 运气 ， 才 能 好 不 容易 把 解 磁 
出 来 。 

《2》 一 个 巧妙 的 想法 : 当然 ,我 们 这 个 小 问 题 也 可 以 少 
千 “经验” 而 多 车 “演绎 ”来 求解 ， 这 意思 就 是 说 ， 少 试 
探 ， 少 猜测 ， 多 推理 。 下 面 是 另 一 种 解法 。 

农民 惊异 地 看 着 鸡 免 们 非凡 的 表演 ， 每 只 鸡 都 用 一 只 肢 
疾 着 ， 而 每 只 兔子 都 用 后 腿 站 起 来 。 在 这 种 惊人 的 情况 下 ， 
总 脚 数 只 出 现 了 一 半 ， 即 70 只 脚 。 在 70 这 个 数理 ， 鸡 的 头 数 
只 数 了 一 次 ， 而 兔子 的 头 数 却 数 了 两 次 ， 从 70 里 减 去 总 的 头 
数 50， 剩 下 来 的 就 是 免 子 的 头 数 

70- 50=20 
20 只 免 子 ! 当然 鸡 就 是 30 只 。 

当 这 个 小 问题 里 的 数字 (50 和 和 140) 给 得 不 那么 简单 的 
时 候 ， 同 样 可 以 这 们 求解 。 这 个 解法 《可 以 叙述 得 不 那么 特 
别 ) 是 很 巧妙 的 ， 它 需要 对 情况 有 清晰 的 直观 的 理解 ， 和 一 
点 小 联 明 ,我 祝贺 那个 14 岁 的 小 朋友 ,这 是 他 自已 想 出 米 的 。 
当然 捷 转 巧 但 是 不 很 多 见 的 ， 这 要 有 相当 的 造化 才 行 蚜 

(3) 代数 方法 。 如 果 我 们 洲 一 点 代数 知识 的 话 ， 我 们 
司 以 不 赁 偶然 的 试 算 ， 不 赁 运气 ， 而 用 方程 组 类 解决 这 个 小 
问题 。 
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代数 是 一 种 语言 ， 它 不 是 由 字 而 是 山 符 号 组 成 的 。 如 时 
我 们 襄 番 它 ， 我 们 就 村 以 把 口 常生 活 语言 里 相当 的 名 子 翻译 
成 代数 语言 。 好 ， 现 在 我 们 来 试 -* 试 把 这 个 小 间 题 翻译 一 下 
吧 。 我 们 现在 正 是 按照 华 卡 儿 “ 把 任何 问题 归结 为 代数 问 
题 ” 一 步 步 地 做 。 这 个 问题 翻译 起 米 很 容易 。 


间 题 的 陈述 
生活 的 语言 ， 代 数 的 语言 
农民 有 若干 只 鸡 | 区 
和 和 若干 只 兔子 . > 
它们 有 50 个 头 1 x+y=50 
和 140 只 肚 | 2x+4y=140 


于 是 我 们 把 问题 归结 成 为 一 个 二 元 一 次 方程 组 ， 要 解 这 个 方 
程 组 只 需要 很 少 一 点 代数 知识 就 行 了 ; 我 们 把 它 重 与 成 下 面 
的 形式 


+2y=70 

YX+J=50 
把 第 二 个 方程 代入 第 一 个 方程 ， 便 得 

y=20 
再 把 它 代入 第 二 个 方程 ， 得 出 

X=30 
这 种 解法 不 管 问题 里 的 数字 是 大 还 是 小， 还 是 别 的 一 些 问 
题 ， 都 同 料 适用 。 它 并 不 需要 什么 捷 轧 巧 想 ， 而 只 要 会 用 一 
点 代数 语言 就 行 了 。 

《4) 推广 。 我 们 已 经 一 再 考虑 过 用 别 的 数字 ,特别 是 较 

天 的 数字 ， 去 替换 问题 里 的 数字 ， 这 种 考虑 是 有 益 的 。 如 果 
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进一步 用 文字 去 蔡 换 数字 ， 那 好 处 就 更 多 了 。 

在 土 题 里 ， 以 4 蔡 代 50， 以 7 蔡 代 140， 即 用 4 表示 头 数 ， 
7 表示 脚 数 ， 这 样 代 痪 以 后 ,我 们 的 问题 就 变 了 模样 。 我 们 还 
是 把 它 翻译 成 代数 语言 。 


农民 有 车 于 只 鸡 | 区 
和 若干 只 兔子 | > 
它们 共有 所 个 头 入 + 了 = 下 
和 7 只 脚 2x+ 4 了 


这 样 得 到 的 方程 组 可 以 改写 成 
f 


XY+2y= 7 


+ y= 
两 式 相 减 ， 可 得 


- 工 - 
y= 可 


我 们 把 这 个 式 子 重新 翻译 成 通常 的 语言 ， 即 兔子 的 数目 等 于 
脚 数 的 一 半 减 去 头 数 ， 正 好 就 是 在 (2 里 所 想象 的 解法 。 

可 是 在 这 里 我 们 并 没有 靠 任何 意外 的 化 幸 或 是 什么 特别 
的 想象 ， 我 们 只 是 伍 了 简单 的 一 步 一 一 把 数字 换 成 文字 ， 
然后 就 直接 照常 规 过 程 进行 ， 便 得 到 了 结果 。 这 第 一 步 确实 
是 简单 的 ， 但 却 是 推广 的 重要 的 一 步 5 。 

《5 比较。 把 同一 问题 的 不 同 解法 加 以 比较 是 有 益 的 。 回 
过 头 来 再 看 潮 上 而 提 到 的 闭 四 种 解法 ， 我 们 可 以 看 出 其 中 每 


1) 参见 HSi 推 广 3 ，np.109 一 1:0， 问 题 的 变形 4， pp,210 一 
211， 你 能 验证 结 采 吗 ? 2 ，p.60。 
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一 个 ， 即 使 是 第 一 个 ,部 有 茶 些 优点 ,部 有 它 有 意思 的 地 方 。 

第 一 个 方法 ， 其 特点 为 “ 接 ” 与 “ 磁 ”， 就 是 通常 称 之 
为 试 算 与 改进 误 关 交 方法 。 这 一 方法 包含 着 一 连 卡 的 试验 ， 
而 后 一 个 试验 总 是 企图 校正 前 一 个 试验 所 产生 的 误差 ， 因 此 
整个 说 来 ， 在 我 们 朝 前 走时 ， 误 差 使 会 越 来 越 小 ， 从 而 试验 
结果 也 将 越 来 越 接 近 我 们 最 后 期 望 达 到 前 目标。 考虑 到 它 的 
逐步 改进 这 一 特点 ， 我 们 希望 能 找到 一 个 比 “ 试 算 与 改进 误 
差 ” 更 能 表现 它 的 特征 的 词 ， 我 们 可 以 说 “连续 试验 ”或 
“逐步 校正 ?或 “逐次 逼近 " 。 从 各 方面 看 ， 最 后 这 个 词 是 起 
为 合适 的 。 逐 次 逼近 法 这 一 词 能 自然 地 用 于 各 种 水 平 前 大 量 
的 各 式 各 样 的 问题 中 。 辟 如 当 你 查 字典 时 ， 用 的 就 是 逐次 加 
近 法 。 接 你 所 翻 到 的 字 在 你 要 查 的 这 个 字 的 后 或 前 ， 再 进 
一 步 朝 前 翻 书页 或 是 朝 后 翻 书页 。 数 学 家 可 以 把 逐次 逼近 法 
应 用 于 一 个 高 深 的 论证 ， 去 处 理 某 些 无 法 用 别 的 方法 处 理 的 
具有 重大 实践 意义 的 复杂 问题 。 这 一 词 其 至 可 以 应 用 于 整个 
科学 领域 ， 各 种 科学 理论 一 个 按 一 个 出 现 ， 后 者 对 现象 的 解 
释 总 比 前 者 显得 更 好 ， 这 就 是 对 真理 的 逐次 逼近 。 

、 因此 ， 教 师 不 要 因为 学 生 使 用 了 “ 试 算 与 改进 误差 > 这 
个 方法 而 去 责备 他 ， 相 反 的 ， 倒 是 应 当 表 场 他 运用 了 逐次 逼 
近 法 这 种 基本 的 方法 。 当 然 ， 他 也 应 当 指 出 对 于 鸡 兔 同 敌 这 
类 简单 的 问题 或 很 多 其 它 的 (比较 重要 的 ) 问题 ， 直 接 用 代 
数 方法 要 比 逐 次 首 近 法 有 效 得 多 。 


$2.3 列 方程 
在 前 一 节 的 (3) 里 ,我 们 把 一 个 用 普通 语言 叙述 的 问题 咒 
译 成 由 符号 表示 的 代数 语言 。 当 然 在 那个 例子 里 ， 咒 译 是 较 
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容易 的 ; 但 是 在 有 些 情 况 下 ， 为 了 把 问题 翻译 威 代数 方程 
组 ， 则 需要 更 多 的 经 验 和 技巧 ， 要 花 更 多 的 力气 9 。 

这 个 工作 的 特征 是 什么 呢 ? 笛 卡 几 本 想 在 他 的 “法 则 ? 
的 第 二 部 分 里 回答 这 个 问题 ， 但 是 他 没 能 完成 它 。 我 想 摘出 
他 的 书 里 与 我 们 现 阶 段 学 习 密切 相关 的 若干 部 分 用 当代 的 语 
言 表述 出 来 。 这 里 我 将 要 把 笠 卡 儿 普 经 讲述 的 很 多 东西 撤 在 
一 边 ， 而 要 把 少 基 他 讲 得 含糊 的 东西 明确 起 来 ， 但 我 想 我 并 
不 会 看 曲 他 的 原意 。 | 

我 希望 按 笛 卡 儿 的 方式 来 陈述 : 即 开始 是 一 段 简洁 的 
“告白 ”( 实 际 上 ， 类 似 于 一 个 摘要 )， 然 后 加 上 一 些 注解 去 
解释 它 。 

(1) 首先 ， 要 在 很 好 地 理解 了 问题 的 基础 上 ,把 问题 归 
结 为 去 确定 若干 个 未 知 的 量 〈 法 则 下 一 XW》。 

在 还 没有 吃透 问题 前 就 把 了 时间 花 上 去 ， 那 是 不 聪明 的 。 
所 以 首要 的 和 最 明显 要 做 的 事 就 是 要 先 理解 问题 ， 腊 清 它 的 
意义 和 它 的 意图 。 了 解 了 问题 的 全 貌 之 后 ， 我 们 便 可 把 注意 
力 转向 它 的 主要 部 分 。 我 们 必须 十 分 清楚 地 弄 明白 ， 

哪些 东西 是 我 们 应 当 去 求 的 〈 即 未 知 量 ) 

哪些 是 给 定 的 或 己 知 的 〈 即 已 知 的 数据 ) 

未 知 量 和 已 知 量 披 此 是 以 怎样 的 关系 互相 联系 着 的 〈 即 
条 件 ) 。 

(在 8$ 2.2(4) 里 未 知 量 是 zx 和 7， 已 知 量 是 鸡 和 免 子 的 
头 数 和 脚 数 / 。 条 件 则 先是 用 话 叙 述 ， 然后 册 且 方程 表示 出 
来 的 。) 


2》 参见 了 SI， 列 方程 ，pP.174 一 177。 


， 遵照 俏 卡 儿 ， 我 们 现在 只 限于 考虑 那些 未 知 量 是 数量 的 
问题 ，《 即 未 知 量 是 一 些 数 ， 不 一 定 是 整数 )。 其 他 类 似 的 
问题 ， 如 几何 和 物理 问题 ， 有 时 也 可 以 归结 为 这 种 纯 数量 型 
的 问题 ， 关 于 这 一 点 ， 我 们 将 在 下 面 用 例子 来 说 明 。 (参看 
32.5 和 82.6。) 

(2) 用 最 自然 的 方式 通 汐 考虑 一 下 问题 ,设想 它 已 经 解 
出 来 了 ， 把 乙 知 量 和 未 知 量 之 问 根据 条 件 所 必须 成 立 的 一 切 
关系 式 都 列 出 来 《法 则 X 丰 ) 。 

我 们 想象 那些 未 知 量 已 经 取 到 了 使 问题 的 条 件 都 满足 的 
值 ， 也 就 是 说 ， “设想 问题 已 经 解 出 来 了 ”; 参看 $1.4。 
因此 ， 我 们 可 以 把 未 知 量 和 已 知 量 同 等 看 待 ， 并 把 它们 按 条 
件 要 求 必须 满足 的 那些 关系 都 列 出 来 。 我 们 要 通盘 考虑 和 研 
究 这 些 关 系 ， 正 如 在 $1.7 的 末尾, 我 们 为 了 作 图 而 通盘 考虑 
和 研究 几何 图 形 一样 。 其 月 的 就 是 为 下 一 步 该 怎么 做 寻求 某 
些 启示 。 

(3) 析出 一 部 分 条 件 , 使 得 你 能 用 两 种 不 同 的 方式 去 表 
示 同 一 个 量 ， 这 样 可 以 得 出 一 个 联系 未 知 量 的 方程 式 。 这 样 
做 下 去 ， 最 后 就 把 条 件 分 成 了 若干 部 分 ， 从 而 得 出 方程 式 与 
未 知 量 个 数 相 等 的 一 组 方程 组 《法 则 XIX》。 

上 面 儿 述 的 凡是 管 卡 儿 法 则 XIX 的 意译 。 在 讲 完 这 些 话 
之 后 ， 身 卡 儿 的 手稿 上 出 现 一 大 段 空白 ， 缺 挤 了 法 则 陈述 后 
应 当 有 的 一 段 解释 〈 或 许 他 根本 就 没有 写 ) 。 所 以 ， 这 里 我 
们 只 能 讲 点 自己 的 看 法 。 

”法则 的 目的 讲 得 很 清楚 ， 就 是 应 当 得 到 一 个 有 个 未 知 
量 和 4 个 方程 的 方程 组 。 解 出 这 些 未 知 量 ， 也 就 解决 了 所 提 
的 问题 。 因 此 ， 方 程 组 就 必须 等 价 于 所 给 的 条 件 。 如 果 整 个 
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方程 组 就 体现 了 全 部 条 件 ， 那 么 ， 每 一 个 单个 方程 就 应 当 表 
示 一 部 分 条 件 。 于 是 ， 为 了 列 出 4 个 方程 ， 我 们 应 该 把 条 件 
分 成 了 个 部 分 。 但 是 怎样 去 做 呢 ? 

前 面 (1> 和 (2) 的 讨论 《它们 大 体 上 给 出 了 管 卡 儿 法 则 
六 下 一 叉 了 开 的 要 点 》 给 出 了 基 些 启示 ， 但 并 没有 明确 的 作 
法 。 当 然 ， 我 们 应 当 把 问题 领会 进 彻 ， 我 们 必须 非常 、 非 党 
清楚 地 卉 明白 未 知 量 、 已 知 量 和 条 件 。 我 们 也 可 以 在 通盘 考 
志 各 部 分 条 件 和 具体 列 出 未 知 量 和 已 知 量 之 间 的 关系 中 有 所 
效益 。 所 有 这 些 ， 将 使 我 们 有 机 会 得 出 那个 方程 组 ， 当 然 也 
不 完全 有 把 握 。 

在 上 面 提 到 的 “告白 ” (法则 XIX 的 意译 ) 星 ， 还 强调 
了 另 一 种 想法 。 即 为 了 得 到 一 个 方程 ， 我 们 必须 用 两 种 不 同 
的 方法 去 表示 同一 个 量 。( $2.2 的 例 (3) 里 ， 有 一 个 方程 就 
是 用 不 同 的 方法 表示 了 脚 的 数目。》 真 正 弄 懂 这 句 话 ， 常 党 
有 助 于 我 们 列 测 未 知 量 满足 的 方程 ， 在 方程 列 出 以 后 ， 我 们 
也 经 常 借助 它 去 解释 方程 。 

简 言 之 ， 这 里 只 是 提出 了 一 些 好 的 建议 ， 并 没有 什么 列 
方程 的 简单 诀窍 。 然 而 ， 当 没有 现成 的 规则 训 循 时 ， 我 们 也 
就 只 好 求助 于 实践 了 。 

《4)》 将 方程 组 化 成 一 个 方程 (法则 XXI) 。 

这 里 意译 的 这 条 笛 卡 儿 法 则 XI， 后 面 是 没有 任何 解释 
的 《实际 上 ， 它 在 笛 卡 儿 的 手稿 里 是 最 后 一 旬 话 ) 。 我 们 在 
这 里 不 想 去 追究 在 什么 条 件 下 才能 把 代数 方程 组 简化 成 一 个 
单个 的 方程 ， 也 不 考虑 怎样 去 实现 这 个 步骤 ， 因 为 这 些 是 属 
于 纯 数学 理论 的 问题 ， 它 们 比 起 那儿 名 引起 我 们 狂 测 的 笛 卡 
多 的 简短 告白 来 ， 当 然 要 复杂 得 多 。 实 际 上 这 方面 的 数学 理 


47 


论 现 在 已 经 相当 发 展 了 了， 不 过 这 一 点 和 我 们 没有 什么 关系 。 
因为 在 我 们 需要 的 那些 简单 情况 里 ， 少 许 代数 知识 就 是 够 去 
进行 简化 了 。 

还 有 一 些 我 们 应 该 关心 的 问题 没有 去 探究 。 不 过 我 们 先 
考虑 一 些 例子 ， 然 后 再 去 研究 它们 会 更 好 些 。 


3 2.4 课堂 举例 

中 学 里 的 “文字 题 ”， 对 于 数学 家 说 来 ， 虽 是 件 平常 的 
事情 ， 但 对 于 中 学 生 和 中 学 教师 来 说 ， 却 并 不 那么 简单 。 我 
认为 ， 一 个 教师 如 果 认 真 地 把 上 面 讲 的 那些 笛 卡 儿 的 告白 带 
` 到 课堂 教学 里 去 并 付 诸 实践 ， 那 就 一 定 能 避免 很 多 现在 在 中 
学 里 常见 的 次 病 和 困难。 

首先 ， 学 生 在 没有 至 解 题目 之 前 不 应 该 动手 作 题 。 我 们 
可 以 在 一 定 程度 上 检查 出 学 生 是 否 真 正 了 解 了 问题 ， 那 就 是 
看 他 是 否 能 够 把 题 月 复述 出 来 ， 能 否 指出 已 知 量 和 未 知 量 ， 
并 用 自己 的 语言 把 条 件 解释 出 来 。 如 果 他 相当 好 的 作 到 这 
些 ; 他 就 可 以 着 手 作 题 了 。 

一 个 方程 宕 示 了 一 部 分 条 件 。 学 全 应 该 能 够 说 出 他 所 列 
出 的 方程 宕 示 了 哪 一 部 分 条 件 ， 而 哪 一 部 分 还 没有 表 东 出 
来 。 

一 个 方程 就 是 用 两 种 不 同 的 方法 去 表示 同一 个 县。 学 生 
应 该 能 够 讲 出 哪 一 个 量 是 这 祥 表 示 的 。 

当然 ， 学 生 必 须 具有 有 关 的 加 识 ， .没有 这 些 知识 他 是 不 
可 能 理解 题目 的 。 中 学 通常 碰 到 的 许多 问题 是 “速率 问题 ” 
《 见 下 面 的 三 个 例 ) 。 在 给 他 们 作 这 类 题 前 ， 学生 应 当 对 
“速率 "这 一 概念 的 某 些 形 式 一 一 比例 ,均匀 改变 一定 了 解 。 
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《1》 治 满 一 个 水 措 ， 第 一 个 水 管 雪 用 15 分 钟 , 第 二 个 水 
管 要 20 分 钟 ， 第 三 分 水 管 爱 30 分 钟 。 如 果 三 个 水 管 同时 打开 ， 
济 满 一 个 室 水 待 要 多 少时 间 ? 
设 水 槽 能 盛 9 加 仑 水 ， 那么 第 一 个 水 管 的 流速 是 每 分 争 
9/15 吉 仑 
由 于 
流量 = 流速 x 时 间 
分 钟 内 流 过 第 一 个 水 管 的 流量 是 
亩 全 
如 果 同 时 开 三 个 水 管 ! 分 钟 就 可 灌 满 水 梢 ， 那么 水 模 中 的 水 就 
可 以 用 两 种 方法 表示 ， 


方程 左 端的 每 一 项 表示 单独 一 个 水 管 的 流量 ， 右 册 尼 三 个 流 
量 的 总 和 。 
两 端 除 以 9， 便 得 到 时 间 :+ 请 足 的 方程 
二 
0 30 
， 当 伏 ， 可 以 用 不 同 的 方法 去 导出 方程 ， 题 日 本 身 也 可 以 
用 各 种 不 同 的 方式 推广 和 变形 。 
《2) 汤 妈 做 完 一 件 工 作 需 要 3 个 小 时 ， 状 克 要 于 小 
时 ， 享 利 则 要 6 小 时 。 如 果 他 们 同时 去 做 这 件 工作 而且 彼 
此 不 影响 》 ， 多 少时 间 可 以 艇 完 ? 
汤姆 每 小 时 做 这 件 工作 的 诗 ， 我 们 也 可 以 说 汤姆 以 每 小 
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全 9- 


时 做 它 的 者 的 速度 进行 工作 。 因 此 小 时 里 汤 如 做 了 工作 的 
言 如 果 这 三 个 男孩 同时 做 ， 并 在 小 时 内 做 完 (假定 他 们 彼 


些 不 影响 一 一 这 是 一 个 非常 难 确定 的 条 件 ) ， 那 么 整个 工作 
就 可 以 用 两 种 方法 去 表示 它 ; 

二村- 1 
这 里 等 式 右 端的 1 是 表示 “整个 工作 ”。 , 

这 个 问题 和 (1) 几乎 是 相同 的 ， 连 所 取 的 数 都 是 成 比例 
的 : 

15:20:30= 8:4:6 

用 字母 给 出 这 两 个 问题 的 一 般 模 式 是 有 益 的 .比较 它们 的 
解法 , 权衡 一 下 在 (1) 的 解法 中 引进 9 的 利弊 也 是 很 有 好 处 的 。 

(3) 一 架 巡 还 机 在 无 风 的 天 气 里 时 迷 200 哩 。 它 载 有 安 
爹 飞 行 生 小 时 的 燃料 。 如 果 它 顶 着 时 过 20 哩 的 风 飞 行 ， 若 要 

安全 返回 ， 最 多 能 飞 多 远 ? 

在 这 里 ， 我 们 应 当 候 定 风 违 在 整个 过 程 中 是 不 妆 的 ， 飞 
机 的 飞行 路 线 是 直线， 而 上 《机 在 最 近 处 改变 方向 所 需 的 时 
闻 是 可 以 忽略 不 计 的 等 等 。 所 有 的 文字 题 都 含有 一 些 没有 人 氢 
述 出 来 的 使 问题 简化 的 假定 ， 需 要 由 解 题 者 自己 从 问题 里 去 
判断 和 提取 出 来 。 这 是 文字 是 的 一 个 基本 特点 ， 不 要 总 以 为 
这 是 微不足道 的 ， 应 当 把 它 说 明白 。 

如 果 我 们 把 问题 里 的 数字 

220 20 和 4 
换 成 一 般 的 量 


v 现 T 
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出 问 题 会 变 得 更 有 教 益 。 这 里 表示 飞机 在 无 风 时 的 速度 ， 
2 表示 风速 ， 了 表示 整个 飞行 时 间 ， 这 三 个 县 是 已 知 数据 。 
很 设 x 是 飞机 离 机场 〈 在 一 个 方向 ) 的 最 远 距 离 ， 是 出 航 
的 时 间 ， 刀 是 返航 的 时 间 ， 这 三 个 是 来 知 量 。 我 们 把 它们 用 
简洁 的 表 列 出 来 ， 


去 程 。 ”返程 
焉 离 zx > 
时 间 和 和 


速度 下 一 到 vi 
《 写 出 最 后 一 行 ， 实 际 上 需要 运动 学 里 一些 “朴素 的 ” 知 
识 。) 我 们 知道 
距离 = 速度 x 时 间 
我 们 把 这 三 全 量 中 每 一 个 重 都 用 两 种 方法 表示 出 米 ; 
= 0 一 ww》 
X= (V+w) fe 
三 于 二 = 全 
于 是 就 得 出 一 个 三 元 一 次 方程 组 ， 未 知 量 是 x，t， 和 t。。 实 
奈 上 ， 只 有 x 是 问题 所 要 求 的 ， 二 和 折 是 辅 动 未 知 量 ,是 我 们 
为 了 使 整个 条 件 能 更 简洁 地 表示 出 来 而 引进 的 。 消 去 ti 和 tf; ， 
就 有 


六 % 
- +t- 
UV-wW V+ 


因此 
(v2 -ws) 人 
人 
剩 下 来 用 具体 数字 去 替换 v，w 和 了 就 没有 什么 困难 了 。 
考察 所 得 的 结果 ， 并 改变 原始 数据 去 验算 它 是 很 有 意思 的 。 
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X= 


车 外 = 0， 则 2x= u7。 这 显然 是 对 的 ， 因 为 整个 飞行 过 
程 都 没有 风 。 

车 w=v， 则 X= 0 。 这 也 是 显然 的 , 因为 面 对 速 度 为 的 
顶头 风 ， 飞 机 根本 开动 不 了 。 

著 w 由 w= 0 增加 到 w= 0, 则 距离 x 按 上 述 公式 腔 步 减少 。 
公式 所 得 到 的 结果 与 我 们 不 用 任何 代数 单 凭 常识 就 推测 到 的 
结果 是 完全 一 致 的 。 

如 果 只 用 具体 数字 数据 而 不 用 文字 数据 去 解 这 个 题 ， 我 
们 就 不 会 有 上 述 那些 有 益 的 公式 讨论 和 数值 验 算 了 。 当然 
罗 ， 我 们 还 可 以 有 一 些 别 的 有 趣 的 验算 。 

(4) 一 个 商人 有 两 种 被 桃 ， 一 种 90 美 分 一 议 , 另 一 种 60 
美 分 一 磅 。 他 想 把 它们 混在 一 起 卖 72 美 分 一 态 ， 为 了 得 到 50 
磅 这 种 核 枢 ， 需 要 原 未 的 两 种 核桃 备 多 少 磅 ? 

这 是 一 个 典型 的 比较 简单 的 “混合 问题 ”。 假 设 商 人 用 
了 x 矿 第 一 种 核桃 ,y 矿 第 一 种 核桃 ，x 和 3 都 是 未 知 量 。 写 出 
下 列 未 知 量 和 已 知 量 的 一 览 表 : 

第 一 种 ”第 二 种 ”混合 


每 磅 的 价钱 90 60 72 
重 量 x 了 50 
把 混合 物 的 总 重量 用 两 种 方式 表示 出 来 : 
xX+y=50 


然后 把 会 部 竟 合 物 的 价钱 也 用 两 种 方式 表示 出 来 + 
30x+60y=72x50 
于 是 得 出 一 个 二 元 一 次 方程 组 , 未 知 量 是 x 和 7。 读 者 自已 可 
以 毫 无 困难 地 解 出 
%= 20, y=30 


把 “数字 ” 换 成 “文字 ”， 读 者 会 得 到 一 个 问题 ， 以 后 
将 会 明白 ， 它 还 有 别 的 更 有 趣 的 ) 解释 。 


$2.5 几何 中 的 例子 

栽 们 凡 讨 论 两 个 例子 。 

(1) 一 个 几何 作 图 题 ,任何 几何 作 图 题 都 可 以 化 为 一 个 
代数 问题 。 在 这 里 我 们 不 讨论 这 个 “化 ”的 问题 的 一 般 理 
论 2” ,只 举 一 个 例子 。 A、 

三 角 区 域 自 直线 4B 和 两 个 圆 纹 AC，BC 羡 成 。 其 中 一 
个 国 的 国 心 是 4， 另 一 个 的 国 心 是 召 ， 而 且 两 国 彼 此 通过 对 
方 的 圆心 。 作 此 三 角 区 域 的 内 切 圆 。 

这 种 图 形 〈 图 2.1》 有 时 在 哥 德 式 建筑 的 窗户 上 可 以 见 


到 。 


3 MCourant-Robbins: Kk Whal 1s Mathematics? » (有 
中 泽 本 ， 书 名 为 《 近 我 数学 概观 》) pp.117 一 140。 
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显然 ， 我 们 可 以 把 问题 归结 为 求 一 个 点 ， 邹 所 求 贺 的 加 
心 。 这 个 点 满足 多 一 条 软 迹 是 显然 的 , 它 就 是 线段 4 如 的 垂直 
平分 线 一 一 给 定 三 角 区 域 的 对 称 轴 。 璋 下 来 还 机 找 它 满足 的 
另 一 条 轨迹 。 

保留 一 部 分 条 件 ， 殷 看 其 祭 的 条 件 。 我 们 考虑 一 个 ( 变 ) 
国 。 它 不 是 与 三 条 过 界线 都 相 切 ， 而 只 与 两 条 边界 线 一 一 直 
线 4B 和 圆 绪 BC 相 切 《〈 图 2.2》。 我 们 用 解析 几何 来 找 变 贺 
贺 心 的 胃 迹 。 设 直角 侯 标 系 的 原点 在 4 点 ， 半 轴 通 过 点 (图 
2,2) 。 设 *，? 是 变 圆 圆心 的 坐标 ， 把 辕 心 与 两 个 切 点 (一 
个 是 与 直线 48 的 切 点 ， 另 一 个 是 与 圆 弧 BC 的 切 点 ) 连接 起 
米 (图 2,2) 。 这 两 个 学 径 的 长 度 应 该 相等 ,于 是 得 到 用 两 种 
不 同方 式 表 达 的 半径 ， 


ya VA 


(其 中 4B=a) ， 将 方程 有 理化 ， 即 可 化 为 


Xia 一 29 人 


周 2"2 去 量 一 部 分 条 性 
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因此 ， 变 贺 圆 心 的 轨迹 乃 是 一 条 抛物 线 一 一 它 在 几何 作 图 黑 
不 能 直接 运用 。 

可 是 ， 前 面 提 到 的 那 条 明显 的 轨迹 一 A4B 的 匡 直 平分 
线 一 一 方程 是 


0 
YX= 一 
2 
把 它 与 抛物 线 的 方程 联 立 起 来 ， 便 得 出 所 求 圆心 的 纵 坐 标 


=3 
= 3 


根据 给 定 长 度 。 = .4B 不 准 作出 y 来 。 

《2) 华 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 定理 在 立体 几何 中 的 
类比。 所 滑 类 出 ， 其 含义 并 不 是 确切 的 ， 立 体 几何 里 有 很 多 
事实 都 可 以 看 成 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 类 比 。 我 们 在 这 里 考虑 
的 是 下 列 情形 : 即 把 总 方 体 视 为 是 正方 形 的 类 出 ,而 把 一 个 加 
面 角 〈 用 一 个 斜 的 平面 从 立方 体 上 切 下 来 的 -- 角 ) 视 为 是 一 
个 直角 三 角形 〈 用 一 条 余 的 直线 从 正方 形 上 切 下 来 的 一 角 ) 
的 类 出 。 我 们 把 与 直角 三 角形 的 直角 顶点 对 应 的 四 面体 的 项 
点 称 为 三 直角 项 点。 实际 上 ， 从 它 出 发 的 四 面体 的 三 条 炉 是 
互相 垂直 的 ， 因 而 形成 了 三 个 直角 。 

毕 达 哥 拉 斯 定理 解决 了 下 列 问题 ， 直 角 三 角形 中 ， O 是 
直角 顶点 ,给 定 交 于 O 的 两 条 边 ( 直 角 这 ?的 长 度 分 别 是 a 和 b， 
求 与 0 相对 的 边 〈 斜 边 ) 的 长 度 c。 

我 们 下 边 提出 类 似 的 问题 ， 四 面体 中 , 0 是 三 直角 顶点 ， 
给 出 交 于 0 的 三 个 面 的 面积 4， 和 C， 求 与 0 相对 的 面 的 面 
积 D。 

我 们 要 求 的 是 把 DD 用 4， 了 和 C 家 示 出 来 。 自 然 ， 我 们 希 
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望 得 到 一 个 与 平面 几何 中 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 
2 2 
相 类 比 的 公式 。 有 一 个 中 学 生 猜 它 是 
D:=A+B+C 
这 是 一 个 聪明 的 猜测 ， 这 里 指数 由 2 变 到 3 纯粹 是 因为 维 数 
从 2 变 到 3 。 
(3) 未 各 量 是 什么 ? 一 一 三 角形 的 面积 DD。 
你 怎样 才能 求 出 这 样 一 个 未 知 量 昵 ? 怎样 才能 担 到 三 角 
形 的 面积 ? 如 果 已 知 三 角形 的 三 边 ， 由 海伦 (Heron) 公式 
可 求 出 它 的 面积 。 我 们 这 个 三 角形 的 面积 是 刀 ， 设 ,bp 和 "是 
它 的 边 长 ， 令 5= 了 + 多 + 人， 则 由 海伦 公式 
Ds=s(s~a)(s-b)(s-c) 
我 们 在 图 上 标 则 DD 的 三 条 边 (图 2,3) 。 


a 


图 2"3 空间 的 毕 达 耳 科 斯 定 更 


好 了 1! 但 是 0, 5 和 和 c 知道 吗 ? 不 知道 ， 可 是 它们 都 在 直角 
三 角形 中 ,如 果 已 知 这 些 直角 三 角形 的 直角 边 〈 图 2,3 中 记 为 


，4，7) ， 则 有 
a =97+72, br=rt+p’, c= p+g! 
很 好 ; 但 是 p，4q，r 知 道 吗 ? 不 知道 ， 可 是 它们 与 已 知 
数据 一 面积 4，8 和 C 有 关 ，: 


1 1 1 
T=, Bp=B, ha=C 


这 很 好 ， 你 是 不 是 已 得 到 什么 有 用 的 东西 了 ? 我 想 是 
的 ， 现 在 我 有 7 个 未 知 量 ， 


ao, bb, cc ’ 
pb, 9 扩 
同时 又 有 7 个 方程 去 确定 它们 。 
(4) 上 面 (3) 的 推理 是 无 可 非议 的 。 我 们 按照 入 卡 儿 的 
法 则 ( 见 8 2.3(3)) 达 到 了 目的 一 一 得 出 了 一 个 未 知 量 和 方程 
个 数 相等 的 方程 组 。 只 不 过 7 这 个 数字 太 大 了 , 解 7 个 未 知 量 
的 方程 组 困难 一 定 很 多 。 这 星海 伦 公式 并 不 那么 招 人 嘉 欢 。 
感 党 到 了 这 一 点 ， 我 们 干脆 从 头 再 来 。 
未 知 量 是 什么 ? 一 一 三 角形 的 面积 D。 
你 怎样 才能 求 出 这 样 一 个 未 知 量 呢 ? 怎 祥 才 能 得 到 三 角 
形 的 面积 ? 计算 三 角形 的 面积 最 熟悉 的 方法 是 ; 


0 
D=-2 


其 中 a 是 三 角形 的 底 边 ,是 高 .我 们 在 图 上 画 出 # (图 2,4) 。 

是 的 ，a 前 面 已 经 有 了 ; 但 kh 怎么 办 呢 ? 我 希望 找 出 一 个 
合适 的 三 角形 去 计算 高 A。 实际 上 ， 我 们 通过 三 直角 顶点 和 
所 决定 的 那个 平面 去 截 四 面体 , 则 所 得 的 截 痕 是 一 个 直角 三 
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a 


图 2"4 医 的 出 发 点 


角形 ， 其 锋 边 为 ,一 条 直 角 边 就 是 请 《这 在 前 画 已 见 过 )， 
另 一 条 直角 边 设 为 &， 它 是 面积 为 4 的 那个 三 角形 的 底 边 9 上 


的 高 。 于 是 
下 


很 好 ! 但 8 是 什么 奖 ? 我 们 可 以 有 办 法 得 到 它 。 把 上 面 我 们 
所 提 到 过 的 那个 以 为 高 的 三 角形 的 面积 用 两 种 不 同 的 方式 
表示 ， 可 得 
= 去 ok =4 
现在 你 已 经 有 了 与 未 知 量 个 数 相同 的 方程 式 了 吗 ? 我 们 得 到 
了 前 面 那些 方程 ， 我 不 想 再 去 数 它们 了 。 我 想 我 已 经 知道 该 
怎么 做 了 。 让 我 把 所 在 面前 的 这 几 个 方程 联系 起 来 
4D’ = oh’ 

一 G2(82 + pp 

=4A:+a:p’ 

=4A:+ (rs +9)p’ 

=4A°+ rp) + pq) 

= 442 +4B: +40% 
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将 等 式 始 末 沉 端 相连 ， 约 去 生 ， 即 得 
Di= de+Bz+Cs 

这 个 结果 跟 毕 达 哥 拉 斯 定理 太 相 象 了 ! 那个 带 指数 3 的 猜测 
是 陪 明 的 , 虽然 猜 错 了 ,但 这 没有 什么 可 奇怪 的 。 令 人 惊讶 的 
倒是 这 个 猜测 离 真正 的 结论 是 这 么 近 1 

比较 一 下 同一 个 问题 的 上 面 这 两 种 解法 (它们 在 很 多 方 
面 不 同 ) 也 许 是 很 有 好 处 的 。 

你 能 想 出 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 个 别 的 不 同 的 类 比 吗 ? 


$2,6 一 个 物理 中 的 例子 

我 们 从 下 面 这 个 问题 开始 。 

铁 球 沧 在 水 银 里 ， 在 水 银 上 例 上 水 ， 座 到 把 球 整 个 淹 
没 ， 问 球 是 下 沉 了 ,还 是 升 高 了 ,还 是 保 振 原来 的 深度 不 变 ? 

我 们 来 比较 这 两 种 情形 。 铁 球 的 下 部 在 两 种 情况 下 都 浸 
在 水 银 里 ( 即 低 于 水 银 面 )。 在 第 一 妊 情 况 下 球 的 上 部 是 在 空 
气 《或 真空 ) 中 ， 而 在 第 二 种 情 阅 下 则 是 在 水 中 。 究 竟 在 哪 
种 情况 下 球 在 水 银 面 上 的 那 部 分 更 大 些 ? 

这 纯粹 是 一 个 定性 问题 ， 不 过 我 们 可 以 把 它 表 达 得 更 精 
确 些 ， 使 它 变 成 一 个 如 下 叙述 的 定量 的 问题 〈 这 桩 将 更 接近 
我 们 要 用 的 代数 ) :计算 一 下 在 两 种 情况 下 铁 球 浮 在 水 银 面 
上 部 分 体积 的 比例 。 

《1) 用 纯粹 直观 的 推理 ， 也 可 以 对 这 个 问题 给 出 一 个 
合乎 情理 的 定性 的 解答 。 我 们 想象 从 一 个 情况 连续 过 没 到 另 
一 个 情况 。 也 就 是 说 ， 想 象 合 在 水 银 上 面 把 铁 球 上 部 淹没 起 
来 的 那 种 液体 连续 地 改变 它 的 密度 。 刚 开始 时 ， 这 个 想象 的 
液体 的 密度 是 0 (这 恰好 意味 着 真空 ) ,然后 密度 未 渐 增 加 ， 
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很 快 就 达到 空气 的 密度 ， 过 了 一 会 儿 ， 又 变 成 水 的 密度 。 如 
果 我 们 还 没有 看 到 这 种 密度 政变 对 浮 着 的 铁 球 有 什么 影响 ， 
那么 就 让 密度 继续 增加 下 去 。 当 想象 的 液体 的 密度 达到 了 铁 
的 密度 时 。 铁 球 必 然 会 从 水 银 里 明显 地 泽 出 。 事 实 上 ， 如 果 
密度 表 增 加 那 怕 一 点 点 ， 铁 球 就 会 忽然 蜡 起 ， 从 那个 想象 的 
液体 中 探 出 来 。 

很 自然 的 ， 我 们 可 以 假定 ， 在 想象 的 液体 密度 增加 时 ， 
浮 球 的 位 置 的 改变 总 是 在 同一 个 方向 进行 。 由 此 ， 我 们 便 能 
得 到 结论 ， 当 周 国 的 空气 变 成 水 时 ， 铁 球 将 升 起 来 。 

(2) 为 了 定量 的 回答 问题 ,我 们 需要 知道 这 三 种 物质 的 
比重 ， 

水 水 银 铁 
1.00 13.60 7,84 
不 过 ， 如 果 用 字母 替换 这 些 数字 ， 讨 论 起 来 会 更 好 些 。 设 
a b 站 
分 别 表示 
土 部 流体 下 部 液体 译 体 
的 比重 。 设 vu 是 给 定 的 ) 浮 体 的 体积 ，* 是 ? 在 液体 分 界面 
上 的 部 分 ,> 是 分 界面 下 的 部 分 (图 2.5) 。 这 里 ， 已 知 数据 
是 s，6，c 和 v， 而 未 知 量 是 x* 和 yy。 当然， 假定 
ao<c<b。 
浮 体 的 体积 可 以 用 两 种 方式 表示 出 来 ， 
Xr+y=D 

现在 ， 我 们 的 讨论 要 进一步 进行 下 去 ， 就 需要 知道 有 关 的 物 
理 知 识 。 这 里 需要 的 有 关 知 识 是 阿 基 米 德 《Archimedes) 
定律 ， 通 常 可 以 表达 成 ， 物 体 受到 的 浮力 等 于 物体 排 开 的 液 
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体 的 重量 。 我 们 考虑 球 在 两 层 液体 中 都 排出 了 一 部 分 液体 。 
所 排出 的 液体 重量 在 上 部 液体 “和 ”下 部 液体 
中 ， 分 别 是 

ax 和 by 
浮 球 的 重量 一 定 与 这 两 个 向 上 的 浮力 平衡 。 因 此 我 们 就 能 用 


o 0 


图 2*5 浮 在 两 着 液体 中 


两 种 不 同 的 方式 表示 它 ， 

. axt+by=ev 
现在 ， 我 们 得 到 一 个 二 元 一 次 方程 组 ,未 知 量 是 x* 和 y。 解 这 
个 方程 组 ， 得 到 


-be = 
ar’ Yoav 


(3) 让 我 们 回 到 原 题 。 第 一 种 情形 ,如 果 水 银 上 面 是 真 


宫 


至 
gag= 0, b=13.60, c=7.84 


则 铁 球 在 水 银 面 上 的 部 分 是 
=0.423v 


在 第 二 种 情况 ， 当 水 银 上 面 是 水 时 
. a=1,00, 6=13,60, c=7.84 
得 


X=0.4570 
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后 面 这 个 数 大 些 ， 与 我 们 直观 推理 得 到 的 结论 一 致 。 上 面 所 
得 到 的 一 般 文字 公式 比 起 由 它 导 出 的 任何 数字 结果 要 有 趣 得 
多 。 特 别 是 因为 它 充分 证 明了 我 们 的 直观 推理 。 事 实 上 ， 保 
持 6，c 和 和 v 不 变 ， 而 让 a (上 上 层 液体 的 密度 ) 从 5 = 0 增加 到 
4=c， 则 x 的 分 母 5 ~ a 深 汤 下 降 ， 于 是 x (v 在 水 银 面 上 的 部 


分 ) 就 逐渐 从 * = 和 F354 增 加 到 4 = 


$2,7 一 个 茧 智 游戏 

怎样 把 五 个 正方 形 作成 两 个 正方 形 ? 图 2.6 是 一 个 士 字 
形 药 约 片 ， 它 由 五 个 相等 的 正方 形 组 成 。 把 这 一 纸 片 沿 一 条 
直线 裁 成 两 半 ， 然 后 再 把 其 中 的 一 片 沿 着 另 一 条 直线 裁 成 两 
半 ， 所 得 到 前 三 部 分 适当 地 拼 起 来 ， 就 构成 两 个 并 列 的 正方 
形 。 
图 2,6 里 的 十 字形 是 高 度 对 称 的 《 它 有 一 个 对 称 中 心 , 困 
个 对 称 轴 ) ， 所 求 两 个 并 列 的 正方 形 组 成 一 个 矩形 ,其 长 为 宽 
的 二 信 。 根 据 问题 的 要 求 ， 由 十 字形 分 成 的 三 部 分 应 该 互 不 


重合 地 拼 满 这 个 矩形 。 


图 2 .6 从 五 个 作出 两 个 ? 
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你 能 解决 问题 的 一 部 分 吗 ? 显然 所 求 矩形 的 面积 频 等 于 
十 字形 的 面积 。 设 4 想 十 字形 中 的 小 正方 形 的 边 长 , 则 完 形 面 
积 等 于 54*。 有 了 面积 ， 就 能 求 出 扰 形 的 边 。 设 x 是 矩形 的 


长 ， 则 宽 为 2 。 用 两 种 不 同 的 方式 表示 矩形 的 面积 ， 得 


名 
“5a 
多 59 


或 
x =10a: 
由 此 可 解 得 矩形 的 两 边 。 
我 们 已 经 知道 了 矩形 的 形状 和 大 小 ， 但 是 所 提 的 这 个 益 智 鸡 
题 还 没有 解决 ， 我 们 还 不 知道 怎 祥 在 十 字形 上 裁 那 两 刀 。 上 
面 记得 x 的 表达 式 可 以 给 我 们 一 点 启发 ,我 们 把 它 写 成 下 列 形 
X2 一 9G2 十 各 2 
用 这 个 提示 ， 读 者 试 自己 把 它 解 出 来 。 
从 上 面 这 个 问题 的 讨论 里 ， 我 们 可 以 得 到 一 些 有 用 的 启 
首先 ， 它 说 明了 代数 ， 即 使 当 它 不 能 完全 解决 问题 的 时 
伐 ， 也 是 可 以 用 得 上 的 ， 它 可 能 解决 一 部 分 问题 ， 而 这 部 分 
解 可 以 使 剩 下 的 工作 变 得 容易 些 。 
其 次 ， 在 上 面 所 作 的 步 又 里 ， 它 所 特有 的 逐步 扩张 的 格 
式 给 我 们 留 下 较 深 的 印象 .开头 ,我 们 只 得 到 -小 部 分 的 解 ; 
所 求 拭 形 的 面积 。 然 后 ， 我 们 用 这 一 小 部 分 又 得 到 了 较 大 的 
一 部 分 抢 形 的 边 ， 于 是 便 得 出 了 整个 矩形 。 现 在 我 们 又 试 
图 用 这 个 较 大 的 部 分 去 得 出 更 大 的 部 分 ， 我 们 希望 ， 对 这 更 
大 的 部 分 再 继续 这 祥 做 下 去 ， 最 终 将 得 到 整个 的 解 。 
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$2.8 两 个 迷惑 人 的 例子 

迄今 为 止 , 我 们 在 本 章 所 考虑 过 的 问题 都 是 “合理 的 ”。 
这 里 所 谓 合理 ， 我 们 指 的 是 这 样 的 问题 。 即 它 的 解 是 唯一 确 
定 的 。 在 我 们 认真 研究 一 个 问题 时 ， 我 们 当然 希望 尽早 地 弄 
清楚 《或 猜 出 ) 它 是 否 是 合理 的 。 因 此 ， 从 解 题 一 开始 ， 我 
们 就 应 该 对 自己 提出 这 样 的 问题 ， 条 件 可 能 满足 吗 ? 决定 未 
知 量 的 条 件 充分 吗 ? 还 是 不 充分 呢 ? 条 件 是 不 是 有 多 余 的 ? 
有 没有 互相 矛盾 的 ? 

这 些 问题 是 重要 的 4 。 我 们 放 在 后 面 去 一 般 地 讨论 它们 
在 解 问题 中 的 地 位 ， 这 里 先 考虑 两 个 例子 。 

《1) 某 人 水 行 扎 小时， 先 沿 着 平 路 走 ， 以 后 上 了 山 ， 然 
后 又 活着 原来 的 路 线 走 回 原 地 。 假 定 他 在 平 路 上 每 小 时 走 生 
哩 ， 上 山 时 每 小 时 走 3 哩 ， 下 山 每 小 时 走 人 66 哩 。 求 走 过 的 总 
距离 a 5) 事 ) 

这 个 问题 合理 吗 ? 已 知 数据 足以 确定 未 知 米 吗 ? 还 是 不 
足以 确定 ? 有 没有 多 余 的 ? 

看 来 数据 并 不 充分 ， 还 缺少 某 些 关于 山路 长 度 的 数据 。 
如 果 知 道 他 上 出 或 下 山 用 了 多 少时 间 的 话 ， 也 就 没有 困难 
了 。 而 少 了 这 部 分 数据 ， 问 题 看 来 就 不 确定 了 。 

不 过 我 们 还 是 试 试 吧 。 设 

x* 为 走 这 的 全 部 距离 、 


4》 见 昌 SI，p.122: 它 能 满足 条 件 喇 ? 

5) * ) 见 L.Carroll， 《错综复杂 的 故事 》 (难题 1}。Carroll 是 
英国 数学 家 C.Dodgson 的 笔名 ， 他 和 由 于 写 了 《阿南 思 漫 游 奇 卉 记 》 测 
记名 此 界 ， 本 书 基 他 写 的 一 本 关于 各 种 益 逢 游戏。 数学 难题 的 书 。 
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3 为 上 山 走 的 路 ， 
行程 可 分 成 四 段 ， 
平 路 上山 下 山 平 路 
现在 我 们 不 难 把 步行 所 开 的 全 部 时 间 用 两 种 不 同 的 方式 表示 
出 来 : 


4 ti 
两 个 未 知 量 ， 只 有 一 个 方程 一 一 这 是 不 充分 的 ,不 过 ， 当 我 
们 合并 同类 项 以 后 ，》 的 系数 就 变 成 9 了 ， 剩 下 
=5 
x=20 
于 是 已 知 数 据 充分 确定 了 所 要 求 的 唯一 未 知 量 x。 因 此 ,问题 
并 不 是 不 确定 的 ， 我 们 想 错 了 1 
《2) 我 们 想 错 了 ， 这 是 不 可 否认 的 ,不 过 我 们 怀疑 题目 
作者 在 数字 3 ，6 和 4 的 选择 上 要 了 一 些 花 招来 迷 感 我 们 。 
为 了 彻底 弄 清 他 的 花招 ， 我 们 把 数字 
6 4 
换 成 文字 
v w 
-它们 分 别 表示 
上 出 速度 下山 速度 平地 速度 
我 们 把 换 成 文字 的 题目 重读 一 遍 ， 然 后 用 文字 把 行程 所 用 的 
全 部 时 间 用 两 种 方式 表示 出 来 ; 
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或 
rt- y=5 
这 时 , 若 ? 的 系数 不 为 0 ， 就 无 法 确定 zx。 于 是 ， 除 非 有 

1_ 1 1 ,1 

ET 
否则 ， 问 题 就 是 不 确定 的 。 由 于 这 三 个 速度 的 选择 是 任意 
的 ， 当 它们 不 满足 这 个 关系 式 时 ， 问 题 就 是 不 确定 的 。 原 来 
是 这 么 一 个 花招 ， 亮 使 我 们 在 前 面 晴 入 了 五 里 重 雾 ! 


《我 们 可 以 把 关系 式 天 示 成 


这 就 是 说 : 平地 上 的 速度 是 上 山 速 度 和 下 出 速度 的 调和 中 
项 5 。 

《3) 两 个 较 小 的 互相 外 殷 的 国都 在 第 三 个 更 大 的 图 的 
内 部 。 三 国 中 任 一 个 都 与 另 两 个 相 切 , 且 园 心 在 同一 直线 上 。 
已 知 大 辆 的 站 径 为 m 过 两 个 小 国 的 公共 的 切 点 的 殷 线 在 大 国 
内 的 长 度 为 f。 求 太 国 内 小 图 外 的 部 分 的 面积 。 (图 2,7。) 

这 个 问题 合理 吗 ? 已 知 数据 足以 确定 未 知 量 吗 ? 还 是 不 
足以 确定 ?有 没有 多 余 的 ? 

问题 看 上 去 完全 是 合理 的 。 因 为 为 了 确定 三 网 构成 的 
形 ， 充 分 必要 条 件 是 知道 两 个 小 加 的 半径 ， 而 这 只 要 有 任何 
两 个 独立 的 已 知 数据 就 行 了 。 现 在 给 定 的 r 和 ! 显 然 起 独立 


* ) x* 称 为 正 数 4 与 5 的 鹿 和 中 项 ， 如 果 其 倒数 为 s， 已 倒 数 的 算术 
中 项 。 即 
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的 :我 们 可 以 改变 其 中 一 个 而 不 影响 另 一 个 《当然 必须 满足 
1<2r) 。 所 以 知道 了 数据 r 和 1， 条 件 似乎 刚好 就 够 了 ， 既 
不 多 也 不 少 。 


图 2*7 两 个 已 知 数据 


那么 ， 我 们 就 开始 做 吧 。 令 4 表示 所 求 的 面积 ，* 利 》 分 

别 是 两 个 小 加 的 半径 。 显 然 

A=nr nx ny 

2r=2%+2Y 
三 个 未 知 量 是 4，x 和 2?， 已 有 了 两 个 方程 。 为 了 找 第 三 个 方 
程 , 考虑 内 接 于 火 圆 的 一 个 直角 三 角形 , 它 的 底 通过 三 圆 的 园 
心 , 底 所 对 的 陆 点 是 线 外 ! 的 一 个 端点 , 三 角形 的 高 为 过， 它 
是 一 个 比例 中 项 〈 见 & 欧 几 里 德 原 本 》 第 四 卷 命题 13》， 

人 三 2X。2y 

这 就 得 到 了 第 三 个 方程 。 把 后 两 式 写成 


Cty) rs 
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四 
xy = 一 - 
2XY 6 


两 式 相 减 得 x?+ »?, 代 入 第 一 个 方程 ， 便 得 


A 


数据 变 得 有 多 余 的 了 ， 两 个 数据 :和 rf， 只 有 第 一 个 是 真正 有 
用 的 ， 第 二 个 没 用 上 ， 我 们 又 错 了 ! 

隐藏 在 这 个 例子 里 的 那个 古怪 的 关系 乃 是 阿 基 米 德 发 
现 的 ; 见 T,L.Heath 编 《 阿 基 米 德 论文 集 》pp ,304 一 305。 


第 二 章 的 习题 与 评注 


第 一 部 分 

2.1 鲍 孝 有 3 抉 半 美 元 *” 全 是 5 美 分 和 10 美 分 的 硬币 。 
如 果 共有 50 枚 硬币 ， 那么 饮 雪 有 10 美 分 和 5 美 分 的 硬币 各 多 
少 ? 《〈 你 见 过 这 个 问题 的 别 的 形式 吗 ? ) 

2.2 将 “数字 ” 换 成 “字母 ”， 推 广 $2,4 例 (1) 中 的 问 
题 ， 并 考虑 有 若干 条 注入 和 流出 的 管子 的 情形 。 

2.3 试 作出 $2,4 例 (2) 中 所 列 方程 的 其 他 解释 。 

2.4 找 出 8 2.4 例 (3) 飞 行 问 题 中 的 解 的 其 它 验证 法 . 

2.5 在 $2.4 例 (4) 的 混合 问题 星 ， 以 字母 

a b ec da 


90 60 72 50 


* ) 即 大 网 和 小 辐 的 半径 可 以 随便 变 , 只 要 小 辆 的 切 线段 t 不 变 ， 
夹 在 它们 阅 的 面积 就 惰 一 定 的 。 
，。，)》 1 美元 =10( 关 分 


68 


列 出 方程 来 ， 你 认识 它们 吗 ? 
2.6 图 2.8 ( 它 与 图 2,1 有 关 但 不 同 ) 是 常见 的 哥 德 式 涂 
饰 的 另 一 形状 。 
求 与 四 条 豆 弧 《它们 组 成 “ 曲 达 四边 形 ”) 相 切 的 略 的 
圆心 。 
ce 


图 2*8 一 个 如 德 工 的 窗子 


其 中 两 个 加 弧 的 半 色 为 48， 一 个 加 心 罕 4, 另 一 个 辆 心 
在 B。 两 个 半 网 的 半径 为 人 ， 国 心 都 在 4B 上 ， 一 个 是 从 


4 出 发 ， 另 一 个 是 从 8 岂 发 ， 都 终止 于 48B 的 中 点 , 并 且 在 该 
点 相 切 。 

2.7 将 382.5(3) 提 出 的 方案 算 到 底 ， 这 就 使 你 用 另 一 方 
法 得 出 了 在 8 2.5(4) 中 已 得 到 的 同一 个 简单 的 表达 式 《即将 
号 用 4，8B 和 和 C 央 孙 》。 

2.8 比较 82,5(3) 与 82.5(4) 的 解法 着 重 于 一 般 观 
点 ) 。 
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2.9 给 定 四 面体 ， 它 有 一 个 三 直角 顶 点 为 O， 过 0 的 三 
”个 而 的 面积 分 别 为 4， 和 C， 求 它 的 体积 

2.10 尖 从 定理 的 一 个 类 比 。 一 个 四 面体 具有 一 个 三 直 
角 枯 点。 如果 它 的 三 直角 顶点 相对 的 面 的 三 条 边 的 长 度 是 c， 
6 和 c， 求 它 的 体积 

( 尘 在 的 表达 式 中 ， 以 适当 对 称 的 形式 引入 量 
5+ = 全 二 和 十 C” ， 则 所 得 结果 就 具有 海伦 公式 某 些 类 侯 
的 形式 。) 

2.11 举 达 各 扩 斯 定理 的 劝 一 考 比 。 给 定 长 方 体 的 长 , 帘 
和 高 分 别 为 59 和 r， 求 对 角 线 长 度 4。 

2,12 弟 达 哥 拉 斯 定理 的 又 一 类 比 。 给 定 长 方 体 在 某 一 
顶点 的 三 个 交汇 面 的 对 角 线 长 度 a，b 和 c ， 求 它 的 对 角 线 长 
妾 4。 

2,13 海伦 定理 的 又 一 类 比 。 设 玉 是 四 面体 的 体积 ， 以 
,6b 和 c 夫 示 它 的 茶 一 而 的 三 条 边 的 长 度 ， 候 定 它 的 每 一 条 入 
都 和 与 它 相对 的 术 相 等 ， 求 了。 

2.14 试用 = 0 的 退化 的 情形 ,检验 习题 2.10 和 2.13 的 
结果 。 

2.15 解 §2.7 所 提 的 益 智 游 戏 题 x 与 于 是 十 字形 图 形 
被 前 堆 后 得 到 的 秆 形 的 两 个 边 ， 您 样 才能 在 十 字形 里 找到 一 
条 长 为 x 的 线段 呢 ? 》。 

2.18 图 2.9 胡 示 一 个 特殊 形状 的 纸 片 一 一 中 间 控 掉 了 一 
个 矩形 孔 前 矩形 。 设 大 抵 形 边 的 长 为 9 和 12， 小 抵 形 孔 的 过 
长 为 了 和 8 ， 它 们 有 公共 的 中 心 ， 并 且 对 应 的 边 古 互相 平行 
的 。 试 沿 两 条 线 把 它 裁 成 两 部 分 ， 再 合 在 一 起 ， 使 之 能 撞 成 
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一 个 完整 的 正方 形 。 

《8) 你 能 解决 问题 的 一 部 分 吗 ? 所 求 正方 形 的 边 长 是 
多 少 ? 
(6) 设想 问题 已 经 解决 了 。 想 象 纸 片 已 经 裁 成 两 部 分 
左 部 和 右 部 。 保 持 左 部 的 位 置 ， 移 动 右 部 使 之 能 与 左 部 
拼 成 一 个 正方 形 。 假 定 知道 了 (a) 的 结果 ， 你 想 用 什么 样 的 
移动 去 实现 呢 ? 


图 2.9 桨 刀 前 出 一 个 正方 形 


(0) 对 解法 的 部 分 猜测 。 所 给 纸 片 关于 它 的 中 心 以 及 互 
相 垂 直 的 西 个 轴 是 对 称 的 ， 当 你 沿 着 所 要 求 的 两 条 线 把 纸 片 
前 开 时 ， 你 料想 它 能 够 把 什么 样 的 对 称 性 保持 下 来 呢 ? 


第 二 部 分 


我 们 把 下 面 的 某 些 题 ， 按 照 它 的 内 容 ， 分 成 若干 组 ， 在 
每 一 组 的 第 一 个 岗子 前 面 ， 给 出 内 容 的 标题 〈 如 杂 题 ， 平 窗 
几何 ， 立 体 几 何等 等 ) ， 某 些 习题 在 后 面 的 括号 里 注 上 牛顿 
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(Newton》 或 欧 拉 〈Euier》 的 名 字 ， 它 们 选 自 下 列 原 著 ， 

《一 般 算术 》 CUniversal Arithmetick。) 或 《算术 
及 解法 》 (Treatise of Arithmetical Composition and 
Resoiution) 。 原 著 是 依 萨 克 。 牛顿 姐 士 用 拉丁 文 写 的 ， 后 
来 由 拉 尔 非 融 《〈Ralphson》 译 成 英文 ，1769 年 出 版 。( 习 题 
后 面 车 注 有 “ 引 自 牛顿 ”字样 ， 指 的 是 出 自 此 书 ， 不 过 在 陈 
述 上 或 数据 上 稍 有 改变 ) 。 

《 代数 学 原理 》 《Elements of Algebra) 原著 是 李 昂 
纳 德 。 欧 拉 用 德 文 写 的 ， 匡 文本 1797 年 译 自 法 文本 。 

依 萨 克 '， 牛顿 〈1643 一 1727》 是 公认 的 科学 巨人 ， 他 的 
工作 涉及 到 力学 不 理 ， 万 有 引力 理论 ， 微 积分 学 ， 理 论 和 实 
验光 学 以 及 其 他 一 些 较为 次 要 的 方面 ， 他 在 上 述 任何 领域 里 
的 工作 都 足以 确立 他 在 科学 史上 的 地 位 。 李 昂 纳 德 。 殉 拉 
《1707 一 1783) 也 是 一 个 非常 伟大 的 学 者 ， 他 几乎 在 数学 的 
每 个 分 支 和 若干 物理 学 的 分 支 里 都 留 下 了 足迹 ， 对 于 牛顿 、 
革 卜 尼 政 所 发 现 的 微 积 分 的 发 展 ， 欧 拉 的 贡献 比 任何 别 的 数 
学 家 都 要 大 。 我 们 这 里 想 指出 的 是 ， 象 牛顿 和 欧 拉 这 样 伟大 
的 学 者 ， 并 没有 认为 详细 地 讲解 用 方程 式 去 解 “ 文 字 题 ”会 
隆 你 他 们 的 身份 。 

2.17 素 题 。 圣 和 驴 驮 了 儿 百 斤 重 物 ,驴子 抱怨 自己 驮 得 
太 重 了 ， 它 对 对 子 说 ，“ 只 要 把 你 身上 的 拿 过 来 100 斤 ,我 驮 
的 就 是 你 的 两 倍 啦 "。 台 子 回答 说 ,“ 是 啊 ! 可 是 如 果 把 你 的 
给 我 100 斤 的话 ， 我 台 的 就 要 变 成 你 的 三 偿 嗲 。” 那 么 ,它们 
务 于 了 多 少 斤 ? 《〈 欧 拉 ) 

2.18 史密斯 先生 和 他 的 太太 坐 飞 机 旅行 ,两 人 行李 重量 
共 为 94 磅 。 因 为 行李 超重 ， 史 密斯 先生 付 了 1.5 美 元 ,史密斯 
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太太 付 了 2 美元。 如 果 史 密斯 先生 一 个人 带 着 全 部 行李 旅行 
的 话 ， 则 乱 付 出 13.5 美 元 。 问 每 位 旅客 可 免费 携带 多 少 行 


李 ? 

2.19 父亲 死 后 留 下 1600 克 阐 忆 给 三 个 此 子 ， 秆 路上 说 ， 
老大 应 比 老 二 多 分 200 克 朗 ， 老 二 应 比 老 三 多 分 100 克 朗 ， 问 
怨 们 各 分 了 多 少 ? 《〈 欧 拉 ) 

2.20 父亲 死 后 ， 个 儿子 按 下 述 方式 分 了 他 的 财产 ， 

老大 拿 了 财产 的 一 半 少 3000 英 磅 。 


老 二 全 了 财产 的 二 少 1000 英 磅 。 

老 三 拿 了 恰好 是 财产 的 于 

老 四 拿 了 财产 的 十 加 上 600 英 磷 。 

间 问 个 财产 有 多 少 ? 每 个 儿子 分 了 多 少 ? 《 欧 拉 ? 


2.21 父亲 给 孩子 们 和 留 下 了 遗产 ,他 们 按 下 列 方式 分 配 财 
第 -一 个 孩子 分 得 100 克朗 和 简 下 的 击 、 

第 二 个 分 得 200 克 肛 和 利 下 的 厂 

第 三 个 分 得 300 克朗 和 剩 下 的 击 ， 


第 四 个 分 得 400 克明 和 剩 下 的 广 ， 强 此 下 志 ， 
最 后 发 现 所 有 的 孩子 分 得 的 得 六 村 等 。 问 财产 总 数 、 孩 了 数 
» ) 克朗 是 英国 银币 ， 合 旧 制 二 先 令 六 便士。 
?3 


和 每 个 孩子 得 到 的 遗产 数 各 是 多 少 ? 《〈 欧 拉 ) 

2.22 三 人 赌博 。 在 第 一 轮 里 ,第 一 人 输 给 其 他 两 人 任 一 
个 的 钱 跟 那 两 人 原 有 的 钱 相等 。 在 第 二 轮 里 ， 第 二 人 输 给 第 
一 人 、 第 三 人 的 钱 等 于 他 们 已 有 的 钱 。 最 后 ， 在 第 三 轮 里 ， 
第 一 人 第 二 人 从 第 三 人 那里 赢得 的 钱 与 他 们 手中 原 已 有 的 钱 
一 样 多 。 于 是 他 们 停 了 下 来 ， 发 现 他 们 大 家 的 钱 都 是 24 个 路 
易 ”。 问 他 们 开始 财 时 各 有 多 少 钱 ? 〔 欧 拉 》 - 

2.23 三 个 工人 做 一 件 工作 ，A 一 人 需要 三 星期 做 完 , 三 
个 B 需 要 8 星期 做 完 , 五 个 C 需 要 12 星 期 做 完 。 问 他 们 -一道 去 
干 ， 多 少时 间 可 以 完成 ? 〈 牛 顿 》 

2.24 已 知 某 些 人 中 每 一 人 的 能 力 〈 即 需要 多 少时 间 去 
和 干 完 一 件 工作 ) 求 他 们 一 道 干 这 件 工作 所 需要 前 时 间 。 ( 牛 
顿 ) 

2.25 茶 人 买 了 40 蒲 式 耳 "小 玫 ，24 莫 式 耳 大 到 ，20 注 
式 耳 燕麦 ， 共 用 15 砚 12 先 令 。 第 二 次 又 用 16 磋 买 了 26 薄 式 耳 
小 麦 ，30 莫 式 耳 大 麦 和 50 薄 式 耳 燕麦 。 第 三 次 用 34 磅 买 了 24 
蒲式耳 小 麦 ，120 薄 式 耳 大 麦 和 100 汝 式 耳 藻 才 。 问 各 种 谷物 
每 蒲式耳 的 价钱 。 《牛顿 》 

2.26 〈 续 ) 推广 之 。 


2.27 12 条 牛 4 星期 内 吃 光 了 8 二 英 商 9 牧 地 ,而 21 条 


牛 9 星 期 内 吃 光 了 10 英 亩 四 地， 问 多 少 条 牛 在 18 星 期 内 可 吃 


s》 法 同 古代 的 金币 < 
* s) 1 薄 式 中 = 8 加 仑 。 
***) 1 英亩 约 等 于 4000 平 方 公 尺 。 
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光 24 英 亩 牧 地 ? 《和 牛 瑟 》 

2.28 十 庶 及 问题 。 我 们 的 问题 取 和 白兰 德 章 卷 加 ， 那 是 
我 们 关于 十 埃及 数学 知识 的 主要 来 源 。 原 文 谈 到 的 这 个 门 是 
是 关于 五 个 人 分 100 个 面包 的 问题 ,但 是 大 部 分 条 件 没有 表达 
出 来 (或 是 没有 清楚 地 表达 出 米 ) 。 解 涛 是 采取 “ 碰 ”， 即 
先 作 一 钞 测 ， 然 后 再 去 校正 它 " 。 

下 面 是 用 现代 术语 和 抽象 的 形式 表达 的 这 个 古 埃 及 问 
” 题 ， 读 者 可 以 进一步 把 它 化 为 方程 组 问题 ， 一 个 等 差 数 列 具 
有 5 项， 它们 的 和 等 于 100, 三 项 大 数 的 和 等 于 两 项 小 数 的 和 
的 了 7 倍 ， 求 等 差 数列 。 

2.29 等 比 数列 有 三 项 ， 它 们 的 和 等 于 19, 它 们 平方 的 和 
等 于 133， 求 此 等 比 数 列 。〔 引 自 牛 顿 》 

2.30 等 比 数列 有 四 项 ,两 头 两 项 的 和 为 13， 中 间 两 项 的 
和 为 4， 求 此 等 比 数列 。《〈 引 自 牛顿 ? 

2.31 若干 离 人 共有 股票 8240 克 并。 每 人 再 40 次 追加 股 
份 ， 每 次 加 进 的 克朗 数 等 于 人 数 ， 他 们 每 人 获得 的 利润 是 总 


股份 的 - 耻 。 寿 分 利润 时 ， 他 们 发 现 ， 如 果 每 人 分 十 次 ,每 


次 分 得 的 克朗 数 都 等 于 人 数 ， 则 还 余下 224 克 朗 , 求 商人 数 。 
《 欧 拉 》 

2.52 平面 几何 。 在 边 长 为 5 的 正方 形 内 有 五 个 互 不 更 秋 
的 半径 为 的 加 。 一 贺 的 同心 与 正方 形 的 中 心 重合 ， 其 余 四 


*)” 苏 格 共 人 入 ,本 , 兰 德 《Rhind) 于 1858 年 发 现 的 古 挨 及 号 于 
纪元 前 3659 年 的 数学 著作 ， 写 在 草 纸 卷 上 ， 故 称 兰 德 草 次 。 

6) 参看 J.R. 纽 晶 (Newman) 数学 世界 《The World of 
Mathematics) ， 第 1 卷 ，PP.17?3 一 174。 
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贺 与 它 相 切 ， 其 中 任 一 个 还 与 正方 形 的 两 边 相 切 〈 挤 在 一 个 
角 时 ) 。 试 以 表示 r。 

2.33 丫 顿 读 几 何 问题 如 何 列 方程 。 候 车 问题 涉 及 一 个 
加 的 内 接 等 硅 三 角形 ， 要 将 它 的 厦 和 底 与 圆 的 直径 作 比较 。 
这 个 问题 或 者 可 以 提 为 给 定 三 角形 的 于 与 底 求 直径 ， 或 者 是 
给 定 厅 与 直径 求 太 ， 或 者 最 后 ， 绘 定 底 和 直径 求 腰 。 但 不 管 
问题 怎样 提 法 ， 它 们 都 可 以 用 同样 的 分 析 法 ， 归 结 到 一 个 方 
程式 。 《牛顿 ) 

设 4、s 和 6 分 别 表示 直 径 、 腰 和 底 的 长 度 。 (于 是 三 角 
形 的 三 边 长 为 :、s 和 5b。》 求 联系 4、，s 和 6 的 一 个 方程 ， 使 它 
能 同时 解 下 述 三 个 问题 ; 

已 知 s 和 5b， 求 4 

已 知 : 和 qd， 求 5 

已 知 5 和 d， 求 s 

2.34 《〈 续 ) 研究 习题 2,38 所 得 到 的 方程 。 

《aq] 三 个 问题 的 难 易 程度 相同 吗 ? 

C5) 所 得 到 的 方程 对 三 种 情形 只 是 在 某 些 条 忻 下 才 有 
正 的 解 《 分 别 对 应 于 d ,5 和 s) ， 这 些 条 件 是 否 都 准确 地 与 用 
何 的 状态 相对 应 ? 

2.35 点 G， 妃 ， 广 和 L 依次 是 四 边 形 的 四 个 顶点 ， 测 基 
员 想 知道 UY 的 长 度 x， 他 知道 G 晶 =!， 并 测 得 四 个 角 为 

GUH = ua, ZHUV = PB, ZUVG=Y, ZGVH =5, 

试 尼 gc， 月 ，”， S 和 ! 才 了 示 x。 

(回忆 问题 2,35， 并 按照 牛顿 讲 的 去 做 ，“ 选 择 赣 样 的 
已 知 量 和 未 知 量 ， 使 得 你 最 便于 列 出 方程 。”》 

2.86 给 定 直 角 三 角形 的 面积 和 周 长 , 求 它 的 射 边 ,( 牛 识 ) 
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2.37 给 定 三 角形 的 底 和 语 上 的 高 及 三 边 之 和 , 求 三 角 
形 。《 和 牛顿 ) 

2.38 给 定 任意 平行 四 边 形 的 边 及 一 个 对 角 线 ， 求 另 一 
对 角 线 。 (牛顿 

2.39 等 爵 三 角形 的 腰 为 9， 底 为 bp。 由 此 三 角形 中 切 去 
两 个 对 称 于 底 5 上 的 高 的 三 角形 ， 使 剩 下 的 对 称 的 五 边 形 等 
边 。 试 以 c 和 8 表示 五 边 形 的 边 长 x。 

[比萨 的 里 昂 纳 多 (Leonardo of Pisa) 习 又 叫 费 波 
那加 (Fibonacci) 讨论 过 4 = 10，5=12 时 的 情形 。2 

2.40 等 边 六 边 形 的 边 长 为 4， 它 有 三 个 直角 内 角 , 且 与 
另 三 个 秃 和 角 内 角 交 叉 ( 设 六 边 形 为 48CDEF, 令 人 4，<<C 
和 一 娓 是 直角 ， 一 如 ， 一 门 ， 和 一 丰 是 钝 角 )。 求 此 六 边 形 的 

2.41 一 等 边 三 角形 内 接 于 另 一 等 边 三 角形 ,两 三 角形 的 
对 应 边 也 互相 垂直 ， 于 是 大 三 角形 被 分 成 四 块 ， 每 一 块 的 面 
积 是 整个 面积 的 几 分 之 几 ? 

2.42 用 三 条 截 线 把 已 知 三 角形 分 成 七 块 ， 四 块 是 三 龟 
硫 ( 剩 下 的 三 块 是 五 边 形 ) ， 其 中 一 个 三 急 形 是 由 三 条 截 线 
组 成 ， 另 外 三 个 均 由 给 定 三 角形 的 某 一 边 与 两 条 截 线 组成。 
适当 选择 三 条 截 线 ， 使 四 抉 三 角形 全 同 。 在 这 种 前 分 中 ， 小 
三 角形 的 面积 是 已 知 三 角形 面积 的 几 分 之 几 ? 

( 先 考 忠 一 种 特殊 形状 的 已 知 三 角形 。 对 它 来 讲 ， 解 法 
特别 简单 。》 


*) 上 比 溺 的 里 邵 纳 湖 ， 又 叫 赣 访 那加 ， 《1170 一 1250) 意大利 数 
学 家 。 
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2.43 在 矩形 内 选 一 点 P, 使 得 到 矩形 的 一 个 项 点 的 距 
离 是 5 码 ， 到 对 面 项 点 的 距离 是 14 码 ， 到 第 三 个 项 点 的 距离 
是 10 码 。 求 P 到 第 四 个 顶点 的 距离 。 

2.44 已 知 正方 形 内 一 点 到 三 顶点 的 距离 是 e，8 和 c， 其 
中 和 "是 到 相对 两 顶点 的 距离 。 

CI)》 求 正方 形 的 边 长 $。 

(1) 对 下列 四 种 特殊 情形 验证 你 的 结果 
(1) a=b=¢ 

(2) b=2a:=2c% 

(3)a=0 

(4) b=0 

2.45 网 球 〈 相 等 的 圆 ) 在 一 张 特 草 大 的 捍 子 〈 无 限 平 
面 ) 上 规则 地 排列 起 米 ， 我 们 考虑 下 列 两 种 排 法 。 

第 一 种 情形 ， 每 个 网 球 都 与 其 余 的 四 个 相 切 ， 而 想 切 球 
的 球 心 的 联 线 把 平面 剖 分 成 相等 的 正方 形 。 

第 二 种 情形 ， 每 个 网 球 都 与 六 个 其 余 的 球 相 切 ， 而 相 切 
球 的 球 心 的 联 线 把 平面 前 分 成 相等 的 等 边 三 角形 。 

求 平面 被 网 球 《 加 ) 覆盖 的 面积 在 每 一 种 情形 下 的 百 分 
比 。 

《第 二 种 情形 的 片断 见 图 3.8。》 

2.46 立体 几何 。 在 边 长 为 6 的 立方 体 〔 一 个 正方 盒子 》 
内 有 9 个 互 不 重合 具 相 同 半径 r 的 球 (盒子 时装 了 9 个 球 )。 
其 中 一 个 球 与 立方 体 共 心 , 而 与 其 余 8 个 球 相 切 ( 球 是 紧 紧 挨 
在 一 起 的 ) ， 这 8 个 球 中 的 任 一 个 都 与 立方 体 的 三 个 面相 切 
《 撤 在 立方 休 的 一 角 ) ， 试 用 > 去 表示 r。 

《或 用 r 去 表示 a, 即 当 你 有 了 球 以 后 ,再 去 做 一 个 合子 。 
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这 个 问题 限 习 题 2.32 里 那个 乎 面 几 条 河 题 类 做 ， 你 能 用 那 星 
的 结果 和 方法 吗 ? ) 

2.47 试 造 一 个 类 比 于 习题 2.43 的 立体 几何 问题 。 

2.48 一 个 棱锥 ， 如 果 它 的 底面 是 正 多 边 形 , 并 且 顶 点 到 
底面 的 牌 线 通 过 底面 正 多 边 形 的 忠心 ， 就 四 做 一 个 正 棱 猴 。 

设 正四 棱锥 的 五 个 面 的 面积 都 相等 ， 已 知 棱锥 的 高 h， 
求 它 的 表面 积 。 

2,49 《 续 ) 正 棱锥 和 等 厦 三 角形 之 问 有 些 类 似 之 处 ; 
总 之 。 恕 果 给 定 了 棱锥 的 侧面 数 ， 则 无 论 立体 的 或 平面 的 图 
形 都 只 需 两 个 数据 就 可 决定 卫 。 

试 造 一 些 关于 正 棱锥 的 问题 。 

2.50 试 造 一 个 类 似 于 习题 2.38 的 立体 几何 命题 。 { 习 
题 ?.12 可 以 作为 这 个 推广 的 一 个 跳板 。) 

2.51 求 习题 2.13 里 的 四 面体 的 表面 积 ， 假 定 z，6 和 部 
蕊 给 定 。 (〈 它 跟 什 么 类 似 ? ) 

2,52 12 个 全 问 的 等 边 三 角形 中 , 8 个 是 正八 面体 的 面 ， 
4 个 是 正四 面体 的 面 ， 求 八 面体 与 四 面体 体积 的 比 。 

2.53 三 角形 先 绕 边 旋转 ， 再 绕 边 b 旋 转 ,最 后 绕 边 c 旋 
转 ， 得 到 三 个 旋转 体 。 求 这 三 个 立体 的 体积 比 和 表面 积 比 。 

2.54 一 个 不 等 式 。 窍 形 与 等 腊 梯 形 的 位 置 如 图 2.10 所 
示 ， 它 们 有 公共 的 (耿直 的 ) 对 称 轴 , 高 相等 , 生 面 积 一 样 。 
如 果 2a 和 28 分 别 是 梯形 的 上 底 和 下 底 ， 那 么 矩形 的 底 便 等 于 
a+by 绕 它 们 公共 的 对 称 轴 旋 转 ， 抑 形 便 画 出 一 个 圆柱 ， 而 
梯形 则 南 出 一 个 圆 台 。 客 们 当中 电 一 个 的 体积 更 大 ? (你 可 
以 寿 助 几何 得 到 管 案 ， 但 必须 用 代数 证 明之 。) 

2.55 测 球 似 。 球 画 上 有 4 个 点 4，B，C 和 DD, 其 中 4， 
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医 2.10 族 转 它 ! 


8 和 C 组 成 一 个 边 长 为 6 的 等 边 三 角形 ， 点 D 到 入 48C 决 定 的 
平面 的 垂直 距离 为 4， 垂 足 为 A4BC 的 中 心 ， 给 定 c 和 请 ， 计 
算 球 半径 尺 。 

(上 述 几 何 问 题 乃 是 测 球 仪 构造 的 理论 依据 。 测 球 仪 是 
一 个 测量 透镜 看 率 的 仪器 。 在 测 球 仪 上 ，A4，B 和 C 是 三 个 
男 定 的 平行 “ 腾 ” 的 端点 ， 而 第 四 个 活动 “ 腿 ” 的 问 点 用 螺 
丝 钉 拧 在 位 置 D 上 , 距离 5 可 以 用 螺丝 钉 的 旋转 度数 去 测量 。) 

2.56 运动 的 几何 图 示 。 在 考虑 若干 质点 沿 同一 路 径 运 
动 时 ， 常 引进 一 直角 坐标 系 , 横 举 标 表示 有 时间， 纵 坐 标 表 示 
从 菜 固定 点 沿路 径 走 过 的 距离 s。 为 了 说 明 它 的 用 途 , 我 们 重 
新 来 谈 一 下 8 2.4 里 的 例 (8) 。 

设 从 初始 时 间 出 发 测 得 的 飞机 飞行 时 间 和 从 起 点 测 得 的 
飞行 距离 分 别 是 二 js。 于 是 当 飞 机 出 航 飞行 ! 小 对 后 ， 走 过 的 
虐 离 是 


S= (v-w)i 
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当 " 和 u 固 定时， 这 个 方程 在 坐标 系 中 表示 一 条 过 原 点 的 直 

线 ， 斜率 为 (0 一 w) (速度 ) [点 (0 ，0) 表示 飞机 的 出 

发 点 ] 。 在 返航 途中 ， 工 离 s 和 ! 满 足 关系 式 
s=—-(v+tw)(t-7T) 

这 是 一 条 过 点 (了, 0) 《〈 设 飞机 在 规定 时 间 了 返回 到 出 发 

点 ) 斜率 为 - (x+ z) 的 直线 。 

两 条 直线 的 交点 〈 既 是 空间 的 又 是 时 间 的 ) 同时 属于 出 
航路 径 与 返航 路 径 , 在 该 处 飞机 改变 了 飞行 方向。 因为 的 两 
个 表达 式 在 该 点 都 成 立 ， 故 

wv-w) t= -V+w) -TY 


由 此 得 
(vtiw) rT 


f= 
22 


所 以 由 方程 得 


(v2 -wT 


27 
这 是 飞机 廊 能 达到 的 景 远 距 离 。 在 8$2.4《〈3) 里 ， 我 们 已 


| 


《0 


$s= 


2 TO 
图 2.11 运动 的 几何 医 忒 
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得 出 这 个 结果 〈 那 时 用 x 代 替 5) 。 

在 图 2.11 中 【〔 不 要 看 虚线 ) ， 飞 机 的 飞行 过 程 由 两 个 线 
段 构成 的 折线 表示 ， 这 两 个 线段 在 某 点 交 成 一 角 ， 该 点 的 米 
坐标 就 表示 飞机 所 能 达到 的 最 远 上 距离 。 整 个 折线 便 莽 划 了 飞 
行 全 过 程 ， 它 显示 了 飞机 在 任何 时 间 所 达到 的 地 点 ， 以 及 达 
到 任何 给 定点 所 需 的 时 间 ， 这 条 线 便 是 飞行 《所 考虑 的 运 
动 ) 的 元 何 图 形 。 

2.57 邮递 员 妇 和 相距 59 哩 ， 相 向 而 行 。 4 两 小 时 走 了 
7 哩 ,8 三 小 时 走 了 8 理 ， 击 8 比 4 晚 出 发 一 小 时 , 求 4 在 加 
到 8B 前 走 了 多 少 哩 ? 〔 牛 惠 》 

2.58 《 续 ) 推广 之 。 

2.59 艾 尔 和 彼 尔 住 在 同一 条 街 的 两 头 。 艾 尔 要 送 一 包 
果 到 彼 尔 家 ， 彼 尔 也 要 送 一 包 果 到 区 尔 家 。 它 们 同时 出 发 ， 
各 自 的 步行 速度 不 变 ， 而 且 把 包 送 到 目的 地 后 ， 放 下 包 果 便 
立即 加 家 。 第 一 次 碰面 时 ， 距 艾 尔 家 o 码 ， 第 二 次 碰面 时 ， 
距 彼 尔 家 2 得 。 问 

(1》 街 长 多 少 ? 

(2) 车 a=300,， 6 =400， 谁 老 得 快 ? 

2.60 鲍 勃 、 彼 得 和 保罗 一 道 旅行 。 彼 得 和 保罗 抛 长 走 
路 ， 每 小 时 走 3 哩 , 饱 勃 脚 不 好 , 他 驾 了 一 辆 小 的 双 座 硅 (不 
能 坐 三 个 人 ) ,每 小 时 可 行 c 哩 。 三 个 朋友 按 下 列 计划 进行 : 
疗 时 出 发 ， 保 罗 和 鲍 勃 坐车 ， 征 得 步行 。 过 一 会 儿 ， 鲍 勃 让 
保罗 下 车 继续 走 ， 他 沁 回 接 上 彼得 又 继续 向 前 升 . 直到 赶 上 
保罗 。 这 时 保罗 和 征 得 再 换 一 下 ， 象 出 发 时 那 伴 ， 整 个 过 程 
便 这 样 重复 下 去 。 

C1》 他 们 每 小 时 走 多 少 哩 ? 
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(3) 车 上 只 载 一 人 的 时 间 占 旅行 时 间 的 岂 分 之 几 ? 

2,61 “〈 续 》 推广 :中 不 好 的 鲍 勃 和 他 的 小 车 同上 题 ,但 
同行 的 却 有 "个 央 友 4，B，C，…，, 工 《代替 两 个 朋友 ) ， 
他 们 的 步行 速度 都 是 p 隐 /小 时 。 

( 通 出 x = 3 的 运动 图 ， 检 验 极端 情况 p= 0 ,p=c， 
n=1, n= ) 

2.82 一 块 石头 落 入 井 内 。 试 由 五 块 撞击 并 底 的 声 音 确 
定 间 的 深度 。 《牛顿 》 

你 必须 测 得 当 石 块 开 始 下 落 与 你 听 到 五 块 擅 底 声音 这 两 
个 朋 时 之 间 的 时 间 间 隔 了 。 此 外 ， 你 还 必须 知道 ， 

声速 和 重力 加 速度 9 
问题 就 是 给 定 了 了 ，c 和 g， 求 井深 4 。 

2,63 假设 敬 星 在 直线 上 作 么 速 送 动 ,试用 三 个 观察 记录 
去 确定 它 的 位 置 。 《牛顿 ) 

设 O 是 观察 党 的 眼睛 ，A4，B 和 和 C 分 别 是 营 星 在 第 一 , 第 
二 和 第 三 次 观察 时 所 处 的 位 置 。 根 据 观 察 ， 我 们 知道 角度 

AOB=@, ZAOC= 0 


和 和 有 时间 
为 第 一 次 观察 和 第 二 次 观察 间 的 时 间 间 隔 
为 第 二 次 观察 和 第 三 次 观察 间 的 时 间 问 隔 
根据 匀速 运动 的 假设 
AR + 
AC FF 
问题 就 是 给 定 ，w'，1 和 #， 求 B= 一 480。 
(用 0，%。' , t 和 # 去 表示 的 某 个 三 前 孙 数 ,如 ctgB。》 
2,64 方程 个 数 与 未 知 量 个 数 相等 。 给 定 Y，65 和 c，, 求解 
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方程 组 
3X 一 人 一 22z=0 
-2x+3y-2=6 
~X~2y+32=0 
《条 件 能 满足 吗 ? 条 件 足 以 硝 定 来 知 量 吗 ? 》 
2.65 方程 个 教 大 于 未 知 量 个 教 。 求 p，9 和 r 使 得 方程 
Xi AX -2x1 —12x+9= (pr 十 G 和 十 闻 ) 
对 一 切 x 恒 成 立 。 
(这 个 问题 要 求 对 一 个 4 阶 多 项 式 开平 方 根 ， 对 这 个 只 
体 问题 它 是 可 能 的 ， 而 在 一 般 情 形 下 它 并 不 可 能 ， 为 什么 不 
可 能 ? ) 
2.66 证 明 不 可 能 存在 数 〈 实 的 或 复 的 ) 4, b,c，A4， 
8 和 C， 使 得 方程 
Xt+yt+2= (0x+by+ca) (Ax+ By+C2) 
对 独立 变量 x*，y，z 便 成 立 。 
2.67 方程 个 数 小 于 坟 知 量 个 数 。 其 人 用 100 克朗 买 了 


猪 、 山 羊 和 编 羊 共 100 只 ， 其 中 靖 3 二 克朗 一 只 ,山羊 1 计 克 


妆 一 只 ， 绵 弟 二 克朗 一 只 。 问 各 买 了 多 少 只 ? ( 欧 拉 ) 


欧 拉 解 这 个 问题 用 的 方法 是 所 谓 的 “盲人 法 则 ”。 设 
x、y 和 z 是 猪 、 山 羊 和 绵羊 的 数目 ， 当 然 ， 它 们 应 当 是 正 整 
数 。 先 写 出 它们 的 总 头 数 ， 再 写 出 总 钱 数 ， 得 
xX+y+2=100 
. 21x+8y+32= 600 
其 中 第 二 个 方程 经 过 了 简单 变形 。 消 去 >， 可 解 出 Y， 得 
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于 是 知 


必须 是 正 冲 数 。 条 下 的 请 读 考 去 完成。 

2.88 制 币 者 (我 们 着 望 他 制造 的 钱 不 是 假 的 》 有 三 利 
银子 ， 第 一 种 的 纯度 是 每 马克 ( 1 马克 = 8 益 司 ) 含 7 扒 司 ， 
第 二 种 的 纯度 是 每 马克 含 5 二 郑 司 ， 第 三 种 是 每 马克 含 4 二 
浴 司 。 他 想得到 纯度 为 每 马克 6 典 司 的 银子 30 马 克 ， 问 需 三 
种 银子 各 多 少 马 克 ? 《 欧 拉 ， 括 诸 里 的 话 是 作者 附加 的 。》 

这 里 要 求 的 是 整数 解 。 求 方程 整数 解 的 问题 称 为 于 流 图 
问题 * 。 

2.69 设 一 整数 加 上 上 100 得 一 平方 数 ,加 上 168 又 得 另 一 平 
方 娄 ， 求 该 数 。 

2.70 鲍 惑 收集 了 三 本 邮票 。 第 一 本 里 的 邮票 占 全 痢 闻 
标的 十 分 之 二 ， 第 二 本 里 有 七 分 之 几 , 面 第 三 本 里 则 有 303 张 
邮票 ， 鲍 勒 有 多 少 邮票 ? 《条 件 足以 确定 未 知 量 吗 ? ? 

2.71 学 校对 过 的 商店 有 一 种 很 少 人 买 的 50 美 分 一 支 的 
圆珠笔 ， 高 店 降价 以 后 ， 存 货 共 过 得 31.93 美 元 ， 问 现价 多 
少 ? (条 件 足 以 确定 未 知 量 吗 ? ) 

2.72 笛 证 几 的 法 则 。 我 们 在 $ 2.1 里 引述 的 伟大 哲学 家 
和 数学 家 忆 . 笛 卡 儿 的 著作 ， 对 我 们 的 学 习 竺 别 重要 。 

*) ”于 蓝图 (Diophantos》 是 古 希 茵 (公元 二 一 一 三 世纪 ) 亚 历 
山大 城 的 数学 家 ， 曾 研究 整 系 数 方程 的 整数 解 问题 ， 这 是 数论 中 一 个 
很 困难 的 问题 。 
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“法 则 ”是 在 他 死 后 出 版 的 ， 它 在 第 卡 儿 的 不 稿 中 并 没 
有 完成 。 币 卡 儿 计划 写 36 节 ， 但 是 只 有 18 节 算是 铸 强 完成 了 
的 ， 有 3 节 只 有 福村， 其 余 的 很 可 能 根本 就 没有 写 。 前 12 节 
讨论 在 解 题 中 有 用 的 思考 方法 ， 后 12 节 讨论 所 谓 “ 完 善 ”的 
问题 ， 最 后 12 节 是 打算 处 理 “ 不 完善 的 问题 ”7 。 

每 一 节 开始 都 有 一 个 “法 则 ”， 这 是 给 读者 的 一 条 简明 
的 告白 ， 整 个 这 一 节 就 是 谈 法 则 所 总 结 的 思想 产生 的 背景 ， 
以 及 它 的 解释 、 例 证 或 详细 说 明 。 当 我 们 引用 某 一 节 的 任何 
眉 落 时 ， 只 标明 该 节 法 则 的 编号 。 

笛 卡 包 的 话 对 我 们 当然 是 有 指导 意义 的 ， 但 是 如 果 你 相 
信 笛 卡 儿 的 话 仅仅 是 由 于 它 是 笛 卡 儿 讲 的 ， 那么 ， 你 就 恰好 
违背 了 笛 卡 儿 当 初 的 本 意 。 实 际 上 ， 读 者 不 应 当 盲 目 相 信 作 
者 讲 的 ， 或 是 别 的 作者 讲 的 东西 ， 或 是 信赖 自己 匆 位 中 得 到 
的 第 一 印象 。 在 很 好 地 听 了 作者 讲述 之 后 ， 读 者 应 当 只 接受 
那些 他 自己 已 经 看 清楚 了 的 事情 ， 或 是 经 过 深思 熟 虑 并 由 自 
己 的 经 验 所 证 实 了 的 事情 。 只 有 这 样 做 才 是 按 笛 卡 儿 "法则 ” 
的 精神 办 事 。 

2,73 草 问 题 的 皮 ( 将 问题 抽象 化 ,前 单 化 )。 稍 卡 几 说 : 
“和 习 去 那些 多 余 的 东西 ， 把 问题 化 为 最 简单 的 形式 。”? 

这 个 告 诚 ， 可 以 用 于 程度 不 同 的 各 类 的 问题 。 不 过 ， 这 
里 我 们 还 是 讲 具 体 点 ， 考 上 一 个 课堂 上 常 举 的 例题 一 -关于 


7) 法则 XIIpp, 429 一 430。 “完善 的 "问题 可 以 很 快 化 为 纯 数 学 
问题 ，“ 不 完善 的 ”问题 则 不 能 ,这 似乎 是 两 者 最 大 的 区 别 。 

8) 笛 卡 儿 的 话 引 自 C. 阿 达 姆 《Charles 入 dam) 和 了 , 坦 纳 雷 
(Paul Tannery) 编 汇 的 《 稍 卡 儿 全 集 》 (Curres de Descartes) 
在 第 十 卷 上 有 “法 则 ”的 拉 了 原文 (pp,359 一 469) 。 

9) 法 则 和 IIT，P.430。 
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运动 的 速度 问题 (如 $ 2,4 的 例 ( 8 )) 。 问 题 里 运动 的 徐 体 
可 以 是 一 个 人 ,一 辆 汽车 ,一 列 火车 或 是 一 架 飞 机 。 事 实 上 ， 
它们 之 间 没 什么 差别 ， 因 为 在 初等 水 平 上 解 此 问题 ， 我 们 总 
是 把 它们 当 作 在 直线 上 作 勾 速 运 动 的 质点 去 处 理 。 这 种 简单 
化 在 某 些 博 况 下 完全 是 合理 的 ， 而 对 另 一 些 情况 则 也 许 是 芒 
唐 的 。 当 我 们 把 实际 问题 化 成 数学 问题 时 ， 某 种 程度 上 的 和 
单 化 或 的 象 化 自然 是 不 可 避免 的 。 因 为 显然 数学 问题 处 理 
的 是 抽象 的 量 ， 因 此 只 有 藉 助 王 上 述 那 条 从 具体 到 抽象 的 途 
径 ， 它 才能 跟 实 际 对 象 间接 地 联系 起 来 。 

工程 师 和 物理 学 家 在 处 理 他 们 的 问题 时 ， 必 须 对 问题 作 
认真 的 考虑 , 究 况 简单 化 .抽象 化 可 以 进行 到 什么 样 的 程度 ， 
哪些 是 可 以 略 去 的 ， 邬 些小 效应 是 可 以 不 计 的 。 他 们 必须 注 
意 避 免 两 个 极端 ， 既 不 要 把 数学 任务 提 得 大 难 ， 变 得 似乎 不 
可 克服 ， 又 不 要 把 物理 状态 过 于 简单 化 了 。 事 实 上 ， 在 处 理 
最 原始 的 实际 问题 时 ， 我 们 一 开始 便 会 置身 于 这 个 两难 的 卉 
地 。 因 此 ， 学 会 如 何 将 问题 简化 到 一 个 恰当 的 程度 是 初学 者 
必须 克服 的 一 个 困难 , 如 果 不 能 越过 这 一 障碍 , 那 将 是 很 精 粒 
的 。 

这 里 还 涉及 一 个 困难 ， 通 常 课本 里 的 问题 总 是 默许 了 基 
些 简单 化 。 例 如 ， 实 际 速 度 本 来 是 变化 的 ， 但 是 在 初级 课本 
里 所 有 的 速度 却 都 认为 是 常数 。 初 学 者 必须 逐步 熟悉 这 类 隐 
含 的 假定 ， 他 应 当 学 会 正确 地 解释 那些 已 经 简化 了 的 公式 ， 
这 一 点 至 少 是 应 该 常常 提出 来 讨论 的 。 

(我 们 还 应 当 提 到 一 点 ， 它 也 是 很 重要 的 ， 不 过 由 于 它 
离 题 太 远 ， 这 里 就 具 简单 提 一 两 句 。 在 对 未 知 量 进行 数值 计 
算 时 ， 有 一 个 精度 问题 ， 我 们 在 对 问题 作 简 化 与 省 略 处 理 
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时 ， 应 当 把 它 与 未 知 量 的 精度 要 求 联系 起 来 考虑 。 如 果 我 们 
在 计算 时 ， 比 起 原始 数据 所 能 保证 的 有 效 数字 ， 多 用 了 或 是 
少 用 了 十 进位 位 数 ， 那 我 们 便 作 了 “ 虚 功 ”或 是 遗漏 了 什么 。 
虽然 在 初级 水 平 上 阐明 这 一 重要 观点 的 机 会 是 很 少 的 ， 但 切 
不 可 放 过 它们 。》 

在 本 书 末 尾 列 出 的 参考 文献 [22] 里 ， 对 上 面 讨论 到 的 
一 些 观 点 ， 作 了 有 益 的 ， 但 并 不 特别 引 人 注 目的 说 明 。 

2.74 有 关 的 知识 动员 与 组 织 。 显 然 ， 除 非 我 们 知道 (或 
者 说 假定 是 知道 的 ) 有 关 的 物理 事实 ， 否则 我 们 是 无 法 把 一 
个 物理 问题 化 为 数学 问题 的 。 例 如 ， 没 有 阿 基 米 德 定律 的 知 
况 ， 我 们 便 不 能 解 $2.6 里 的 那个 问题 。 

在 把 一 个 几何 问题 化 成 代数 问题 ， 列 出 方程 式 时 ， 我 们 
要 用 有 关 的 几何 知识。 例如 ， 我 们 也 许 要 用 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 ， 或 是 相似 三 角形 边 成 比例 ， 或 是 面积 和 体积 的 计算 公式 
等 等 。 

如 果 我 们 不 具备 这 些 有 关 知 识 ， 我 们 就 不 能 把 问题 归结 
成 代数 的 方程 式 。 然 而 ， 革 使 我 们 普 经 学 过 这 些 知识 ， 但 在 
我 们 需要 用 它们 的 时 候 ， 也 可 能 会 想 不 起 来 了 。 或 者 就 是 想 
到 了 也 认识 不 到 它们 对 手头 的 问题 有 什么 用 处 。 在 这 里 我 们 
可 以 清楚 地 看 到 ， 光 是 具备 了 那些 潜在 的 必需 的 有 关 知 识 还 
是 不 够 的 ， 我 们 还 应 当 在 需要 它 的 时 候 ， 能 把 它 回 亿 起 来 ， 
使 它 在 沉睡 中 苏醒 过 来 ， 把 它 动员 起 术 ， 使 它 为 我 们 的 目的 
服务 ， 把 它 组 织 起 未 ， 使 它 能 适应 我 们 的 需要 。 

柄 着 工作 朝 前 进展 ， 我 们 对 问题 的 构思 也 会 不 断 变化 ， 
一 条 条 的 辅助 线 作出 来 了 ， 一 个 个 辅助 未 知 量 出 现在 我 们 的 
方程 里 ， 越 来 越 多 的 材料 被 动员 起 来 ， 引 进 到 问题 中 ， 直 到 
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最 后 ,达到 了 饱和 ,我 们 得 到 了 恰好 跟 未 知 量 的 个 数 一 样 多 的 
方程 式 ， 而 诛 有 的 和 后 来 陆续 动员 进来 的 材料 也 互相 涂 透 形 
成 了 一 个 有 机 的 整体 。( 8 2.5(3)) 给 出 了 一 个 很 好 的 描绘 ) 。 
2.75 独立 性 与 相 窜 性 , 销 卡 几 要 求 我 们 建立 的 方程 其 个 
数 与 未 知 量 的 个 数 一 样 多 !") 。 设 "是 未 知 量 的 个 数 ,xi ,x;， 
…，% 是 未 知 量 ， 那 么 所 求 方程 就 可 写成 形式 
TX X29 0 
f(y Kn) = 0 
7 (XX Nn) = 0 
其 中 mn(xi ,Xs，… Kn) 表示 xX, ，x: ，…%Y 的 多 项 式 ,1 = 1;2， 
…m3 此 外 和 销 卡 儿 还 让 我 们 逐步 化 简 方程 组 ， 使 得 最 后 只 
剩 下 一 个 方程 1 。 “一 般 来 说 ”， 这 是 可 以 做 到 的 〈 即 通 
常 所谓 正 规 的 情形 …) ， 而且“ 一 般 来 说 ”, 方 程 组 有 解 ( 即 
有 一 组 实数 或 复数 值 x，x:，…， > 它们 同时 满足 4 个 方 
程 ) ， 并 且 这 样 的 解 只 有 有 限 个 〈 解 的 个 数 依 束 于 最 后 那个 
方程 的 阶 数 ) 。 
但 是 也 有 例外 的 《不 正规 的 ) 情形 ， 这 里 我 们 不 能 一 般 
地 去 讨论 它 ， 只 举 一 个 简单 的 例子 。 
考虑 一 个 三 元 一 次 方程 组 ， 
Gxth y+cztdl= 0 


Qsx+t hrytes2t+ds= 0 
asx+bay+csz+ds= 0 


10) ”法 则 XIXX，p,408。 
11) ”法 则 XXI，p.469。 
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假定 a, ， 沁 和 :不 同时 为 0 ， 同 样 的 ， 对 as，8: 和 cs: 以 及 
as， ,和 cs 也 作 此 假定 。 如 果 把 x，y，z 看 作 空间 直角 局 标 
系 的 坐标 ， 则 上 述 三 个 方程 各 表示 一 个 平面 : 因此 这 个 方程 
组 就 表示 了 三 个 平面 的 图 形 。 

关于 土 述 线 性 方程 组 ， 可 有 下 列 不 同 的 博 形 。 

《1 ) 无 解 ， 即 x*，y，z 了 玫 任 何 实 数 都 不 能 同时 满足 三 
个 方程 。 在 这 种 情况 ， 我 们 说 这 些 方程 是 不 构 容 的 ， 面 这 个 
方程 组 就 冲 做 不 相 容 方程 组 或 耶 盾 方程 组 。 

《28 ) 有 无 穷 多 个 解 ， 我 们 称 此 方程 组 为 不 定 约 。 在 这 
种 情形 下 ， 如 果 满 足 方程 组 中 两 个 方程 的 数组 x，》， 和 z 也 
都 请 足 第 三 个 方程 ， 这 时 就 说 第 三 个 方程 是 不 独立 的 ， 它 决 
定 于 其 余 两 个 方程 组 。 

(38) 有 唯一 解 ， 这 些 方程 是 互相 独立 的 ， 而 方程 组 就 
调 做 相 容 的 和 确定 的 。 

试想 象 与 上 述 情况 对 应 的 三 个 平面 的 相互 位 置 ， 并 具体 
写 出 来 。 

2.76 唯一 解 。 蔬 测 。 如 果 一 盘 械 或 一 个 光 语 有 不 止 一 
个 解答 ， 我 们 就 认为 它 是 不 完善 的 。 一 般 来 说 ， 我 们 对 只 有 
唯一 解 的 问题 ， 似 乎 自然 而 然 的 有 一 种 偏爱 。 在 我 们 眼 里 ， 
好 象 只 有 它们 才 是 “合理 的 ”，“ 完 善 的 >” 。 就 连 入 卡 儿 也 
不 例外 ; 他 说 过 : “我 们 理想 中 的 完善 问题 ， 是 完全 确定 的 
问题 ， 它 的 解答 由 书 知 量 就 可 以 导出 来 。”!1*) 

问题 的 解 是 唯一 的 吗 ? 条 件 足以 确定 未 知 量 吗 ?我 们 一 
开始 解 题 时 ， 常 常 就 要 问 这 些 问题 〈 而 提 这 些 问 题 是 得 当 
的 ) 。 这样 早 舟 问 这 些 问题 ， 并 不 是 真 的 需要 或 是 真 的 希望 


12) 法 则 XX，p.431。 
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得 到 一 个 最 后 的 答案 (最 后 的 答案 是 要 在 问题 完全 解 出 来 之 
后 才能 得 到 的 ) ， 而 只 不 过 是 想得到 一 个 初步 的 答案， 一 个 
预测 或 是 一 个 猜想 《它们 可 以 加 深 我 们 对 问题 的 理解 》 。 这 
个 初步 的 答案 往往 证 明 是 对 的 。 当 然 ， 有 的 时 候 我 们 也 不 免 
会 掉 进 陷 阱 ， 象 $2,8 的 例子 过 到 的 那样 '， 。 

2.77 为 什么 要 解 文字 题 ? 我 认为 中 学 数学 教学 最 重要 
的 一 件 任 务 就 是 讲授 列 方程 解 文字 题 ， 我 希 音 这 个 主张 能 触 
动 一 些 人 。 下 面 是 支持 此 观点 的 一 个 有 力 论据 。 

在 烈 方程 解 文字 题 时 ， 学 汪 更 把 一 个 实际 问题 翻译 成 数 
学 语言 ， 这 就 使 他 们 有 机会 体 驻 到 数学 的 福 念 和 具体 的 东西 
是 可 以 联系 起 来 的 ， 不 过 这 种 联系 必须 仔细 研究 才 找 得 出 
来 。 中 学 课程 提供 了 这 种 基本 训练 的 第 一 个 机会 。 而 对 于 以 
后 在 工作 中 不 用 数学 的 学 生来 说 ， 这 也 就 是 最 后 一 次 机 会 
了 。 可 是 对 于 工作 中 要 大 量 用 数学 的 工程 师 和 科学 家 来 说 ， 
他 们 主要 要 靠 这 一 训练 把 实际 问题 翻译 成 数学 概念 。 也 许 一 
个 工程 师 可 以 靠 数学 家 去 替 他 解 他 的 数学 问题 ， 这 样 ， 未 来 
的 工程 师 就 可 以 用 不 着 为 了 解 题 去 学 数学 了 。 但 是 有 一 点 他 
是 不 能 完全 依赖 数学 家 的 ， 这 就 是 他 必须 懂得 足够 的 数学 知 
识 ， 以 便 能 把 自己 的 实际 问题 变 成 一 个 数学 问题 。 这 样 ， 未 
来 的 工程 师 当 他 在 中 学 里 学 习 列 方程 去 解 文字 题 时 ， 便 能 第 
一 次 尝试 到 数学 在 他 的 工作 里 主要 是 怎么 用 的 ， 也 第 一 次 有 
了 这 样 的 机 会 去 锻炼 自己 ， 接 养 自己 这 方面 的 习惯 。 

2.78 更 多 的 问题 。 设 计 一 些 与 本 章 所 提 的 问题 《特别 
是 那些 你 能 解 的 问题 类 似 但 又 与 它们 不 同 的 问题 。 


13) 这 种 岗子 还 可 参看 MPR， 卷 T,pp.190 一 192， 和 pp,200 
一 202， 习 是 1 一 12。 


91 


第 三 章 递 归 


8 3.1 一 个 小 小 发 现 的 故事 

卡尔 .… 弗 里 德 利 希 .高 斯 (Carl Friedrich Gauss) 是 
一 个 伟大 的 数学 家 。 关 于 童年 的 高 斯 ， 有 一 个 传说 ， 我 在 防 
提 时 代 就 听 说 过 ， 不 管 它 是 不 是 真 的， 我 都 特别 喜爱 它 。 

“事情 发 生 在 小 高 斯 上 小 学 的 时 候 ， 有 一 天 ， 藻 师 出 了 
一 道 难 题 ; 把 1 ，2 ，8 ，…… 直 到 20 都 加 起 来 。 老 师 原 
来 是 打算 在 孩子 们 忙于 去 求 这 一 长 串 数 的 和 时 ， 能 得 到 点 空 
闲 ， 可 是 当 别 的 孩子 还 刚 开 始 去 算 这 道 题 时 ， 小 高 斯 却 走 上 
前 来 把 他 的 石板 放 在 老师 的 桌子 上 说 ,“ 算 完了 。 这 时 ， 老 
师 感 到 意外 又 极 不 高 兴 , 他 甚至 不 想 去 膨 一 眼 小 高 斯 的 石板 ， 
因为 他 断定 答 数 一 定 是 错 和 的 ， 并 决定 要 严厉 悉 罚 一 下 他 的 冒 
失 。 一 直 等 到 别 的 孩子 都 把 石板 交 上 来 以 后 ， 他 才 从 最 底下 
把 小 高 斯 的 那 块 石板 拍 出 来 看 ， 当 他 发 现 石板 上 的 数 恰恰 党 
是 那个 和 数 时 ,简直 有 点 惊 呆 了 ! 这 个 数 小 高 斯 是 怎样 算出 
来 的 昵 ? ” 

当然 ， 我 们 并 不 确切 知道 小 高 斯 是 怎样 算 的 ， 也 许 这 是 
我 们 永远 也 不 可 能 知 遵 的 。 不 过 我 们 可 以 作 一 些 合情合理 的 
猜想 ,小 高 斯 还 是 个 孩子 ,但 他 是 个 特别 聪明 的 早熟 的 孩子 。 
他 可 能 比 同年 龄 的 其 他 孩子 能 更 自然 地 领 滞 问 题 ， 把 握 问 题 
的 实质 。 他 比 其 他 的 孩子 更 能 清楚 地 去 想象 妥 求 的 是 什么 ， 
就 是 如 何 找 出 


T 


92 


的 和 数 。 


+ 20 


他 的 考 虚 一 定 与 其 他 的 孩子 不 同 ， 他 想 得 更 全 面 些 , 也 
许 他 的 思考 经 历 了 象 图 3,1 中 那 一 申 图 表 A，B, C, D, EB 


所 示 的 那样 的 过 程 
A 


1 
2 
3 


B 
1 


wma 


图 3-1 发 现 的 五 步 


oo 一 


问题 原来 的 叙述 着 重 于 这 一 申 数 的 头 几 仿 数 (图 4) ， 但 
是 也 可 以 着 重 在 这 一 申 数 的 末尾 几 个 (图 B) 。 还 有 更 好 一 
点 的 ， 就 是 把 两 头 都 看 到 (图 C) 。 这 时 ， 我 们 的 注意 力 可 
能 会 落 到 两 端的 数 上 ， 第 一 个 数 和 最 末 一 个 数 ， 看 到 它们 间 
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有 某 种 特殊 的 关系 存在 〈 图 九 )， 于 是 主意 就 有 了 《图 已 ): 
把 两 端的 数 一 对 一 对 加 起 来 ， 它 们 的 和 都 相等 
1+20=2+19=3+t8= =I10+tt= 2 
因此 ， 整 个 这 捉 数 的 总 和 乃 是 
10x21=210 

小 高 斯 真 的 是 按 这 个 办 法 做 的 吧 ? 我 可 不 敢 这 样 断 定 ， 
我 只 是 说 按照 这 种 办 法 去 解 这 个 题 是 比较 自然 的 。 我 们 是 怎 
样 去 解 它 的 呢 ? 最 后 我 们 发 现 了 〈 瑟 ) ， 正 像 得 卡 郊 说 的 ， 
我 们 “明确 而 清楚 地 看 到 了 真理 * ,从 而 找到 了 一 个 方便 的 ， 
省 劲 的 ， 最 适宜 于 求 出 这 个 和 涩 的 方法 。 我 们 是 怎样 达到 展 
后 这 一 步 的 呢 ? 开始 时 我 们 迟疑 于 相反 的 两 种 思路 4、B 之 
间 ， 而 后 来 把 它们 成 功 地 合并 于 一 个 较 好 的 更 平衡 的 形式 C 
中 。 原 来 是 对 立 的 ， 现 在 变 得 和 谐 了 了 ， 而 再 从 C 转 到 最 后 的 
想法 就 十 分 近 了 。 小 高 斯 最 后 的 想法 也 是 这 祥 吗 ? 他 也 是 经 
过 这 些 步 怠 得 出 来 的 吗 ?也许 他 跳 过 了 其 中 的 某 几 步 ? 也 许 
他 跳 过 了 所 有 的 步骤? 他 是 不 是 一 步 就 跳 到 最 后 的 结论 上 ? 
我 们 回答 不 了 这 些 问 题 。 通 常 一 个 明 决 的 思想 总 是 在 长 期 的 
或 短暂 的 犹 询 、 拿 不 定 主意 之 后 才 浮 现 出 来 的 ， 我 们 自己 有 
这 种 情形， 同样 的 事情 在 小 高 斯 的 思维 过 程 中 也 可 能 会 磁 
到 。 

推 而 广 之 ， 在 上 面 的 问题 里 ， 用 正 整数 "去 其 换 20 ， 
便 得 到 下 述 问 题 ， 求 前 m 个 圭 束 数 的 和 了 。 

我 们 要 找 和 数 

S=1+2+3+.+n 

前 面 我 们 建立 的 方法 它 可 能 就 是 小 高 斯 的 方法 就 是 把 这 
些 项 配对 ， 让 与 1 相隔 某 一 距离 的 数 和 与 = 相隔 同一 距离 的 


84 


数 配 成 一 对 。 如 果 我 们 烈 悉 某 些 代数 的 手法 ， 我 从 就 能 够 很 
容易 地 把 推导 变 成 下 面 的 格式 。 
把 这 串 和 写 两 让， 第 二 让 把 次 序 借 过 来 ; 
S=1+2+3++(n- 2)+(n~ 1)+n 
7S=nt+(n-1)+tn-2)++31+2+1 
在 前 面 求解 中 配 成 对 的 项 现在 已 经 一 个 写 在 另 一 个 的 下 面 ， 
很 好 的 排 起 来 了 ， 将 两 个 等 式 相 加 ， 便 得 
2S= (H+1)+ (n+1)+ (n+1) 十 和 
+ nr1)+(n+1)+ (n+1) 
2S=n(nt1) 


= m+) 
3 2 


这 是 一 个 一 般 的 公式 ， 当 #= 20 时 ， 正 好 就 是 小 高 斯 得 
到 的 那个 数 。 


4 3.2 赐 子 里 掏 出 来 的 兔子 
本 节 提 出 一 个 推广 的 问题 ， 求 前 r 个 自 整数 的 平方 和 。 
这 个 问题 与 上 节 解 决 的 问题 类 似 。 

设 S 为 所 求 和 数 (我 们 不 再 受 上 节 所 用 的 符号 的 拘束 )， 
则 ' 
SS=1+4+9+16+° +n? 

计算 此 和 数 的 方法 并 不 那么 显然 。 人 们 总 是 自然 地 想 着 
去 重复 使 用 过 去 在 类 似 的 情况 下 已 获得 成 功 的 那些 方法 。 因 
此 ,我 们 也 自然 想起 了 上 一 节 的 方法 , 试 着 把 和 数 写 上 两 遍 ， 
第 二 遍 写 的 次 序 是 颠 叙 的 : 
S=1+4+ 9 t+ 2) + Cn 1)7 +n? 
S=n2+(m- 1)?+(n— 2)7+ +9+4+1 
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然后 把 这 两 个 方程 相 如 。 虽 然 这 个 方法 在 解 上 一 个 例子 
时 很 成 功 ， 可 现在 却 是 -无 所 得 ， 我 们 的 试验 失败 了 。 实 际 
上 ， 我 们 这 样 做， 更 多 地 是 出 于 盲 肯 乐观 ， 而 不 是 理智 。 我 
们 得 承认 ， 死 板 地 硬 套 所 网 择 的 模型 乃 是 悬 繁 的 〈 这 是 胃 维 
情 性 的 一 种 玫 现 ， 我 们 的 思想 还 停留 在 前 面 那 个 例子 上 ， 虽 
然 现在 情况 已 经 变 了 ) 。 当 然 罗 ， 这 样 一 个 不 对 头 的 尝试 ， 
也 不 能 说 一 点 好 处 也 没有 ， 它 至 少 可 以 促使 我 们 对 问题 作出 
更 恰当 的 估计 ， 是 向 ， 帮 来 它 比 上 一 节 那 个 问题 要 难 些 ! 
好 ， 下 面 我 们 提出 另 一 种 解法 。 我 们 从 熟悉 的 二 项 式 展 
开 公 式 的 一 个 特殊 情形 出 发 
《十 1)3 = + 387 十 38 二 1 
由 此 可 得 
{nt1)’— n= 382 十 3 十 二 
它 对 任何 正 整数 ” 都 成 立 ,我 们 逐个 地 把 m =1，2，39，…， 于 
的 情形 都 写 出 来 ; 
23-18=3.12 二 31+1 
33~ 23=3.22+3*2+1 
43-33=3.32 二 33 十 了 
(# 十 1)3 一 3 二 3o82 十 38。 下 十 了 
下 一 步 该 怎么 做 呢 ? 显然 应 当 把 它们 加 起 来 ， 幸 气 很 多 
项 都 消 掉 了 ， 结 果 方 程 左边 剩 下 的 变 得 非常 简单 。 而 右边 ， 
我 们 按 三 列 把 它们 加 起 来 ， 第 一 列 的 就 加 出 5 来 了 ， 正 是 
我 们 所 要 求 的 平方 和 ， 太 好 了 1! 最 后 一 列 是 x 个 1 的 和 ， 也 
很 容易 。 中 间 一 列 加 出 来 的 是 前 "个 正 整 数 的 和 ， 这 是 我 们 
已 经 知道 的 。 这 样 便 得 到 
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CV EE EE 
在 这 个 方程 里 ， 除 了 S 以 外 ， 其 他 都 是 已 知 的 〈 却 可 由 表 
示 的 ) ， 因 而 可 由 此 方程 确定 S 。 事 实 上 ， 


2(03 二 382 十 39) 一 63 二 30 +n) 十 28 
23 


最 后 得 
S = "(ntl1)(2n+1) 
tr D, 

你 觉得 这 个 解法 怎么 样 ? 

谁 要 是 能 讲 出 他 不 喜欢 这 个 解法 的 充足 理由、 我 是 很 欣 
车 的 。 这 个 解法 究 澡 赃 里 不 好 呢 ? 

这 个 解法 当然 是 对 的 ， 而 且 它 是 那么 清晰 、 简 捷 丙 又 有 
力 。 要 记 住 ， 这 个 问题 企 看 起 来 是 困难 的 ， 所 以 我 们 没有 理 
由 再 希 户 能 找到 一 个 更 清晰 简单 的 解法 。 在 我 看 来 ， 这 里 只 
De 
不 晓得 是 从 哪里 瑚 出 来 的 ， 简 直 就 象 从 由 了 里 指 而 来 一 只 免 
子 一 样 。 我 们 试 把 现在 的 解法 与 上 一 节 的 解法 比较 一 下 。 在 
上 节 里 ， 我 们 多 少 能 讲 出 一 点 解法 的 来 龙 去 脉 ， 也 可 以 学 到 
一 点 关于 发 现 事 物 的 方法 ， 我 们 共 至 会 建立 菜 各 信心， 希望 
有 一 天 自己 也 会 成 功 地 找 出 一 个 类 似 的 解法 来 。 然 而 在 本 
节 ， 我 们 部 未 能 匈 到 关于 发 现 的 来 源 的 任何 提示 ， 我 们 仅仅 
在 本 节 的 开头 看 到 了 那个 方程 从 它 出 发 推导 出 了 一 切 ) ， 
至 于 我 们 自己 如 何 才能 去 找到 这 个 方程， 却 并 没有 说 出 任何 
道理 。 这 者 点 令 人 失望 ， 我 们 到 这 里 来 是 学 习 怎样 解 题 的 ， 
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那 示 ;从 上 面 给 出 的 解法 里 ,我 们 如 何 才能 学 到 些 东西 昵 ?1 


§ 3.3 不 要 光 看 不 练 

是 的 ， 从 上 曾 那 个 解法 里 ， 我 们 应 该 能 学 到 一 些 重要 的 
东西 。 但 上 面 的 解法 在 叙述 土 缺 乏 启 发 性 ， 方 法 的 来 龙 去 脉 
看 不 清楚 ， 因 此 使 得 解 题 本 身 看 上 去 象 是 变 戏 法 似 的 。 你 想 
要 漠 清 楚 戏 法 的 内 幕 罗 ”那么 你 自己 亲身 去 变 变 汉 个 戏法 ， 
你 就 会 清楚 了 。 这 一 招 真是 想 得 太 好 了 ， 那 么 现在 我 们 就 来 
施 一 施 这 个 妙招 。 

下 面 我 们 从 挫 广 上 两 节 所 考虑 的 结果 开始 。 我 们 把 上 两 
节 的 问题 统一 于 一 个 更 一 般 的 问题 之 下 ， 即 求 前 几 个 白 然 数 
的 次 短 的 和 


人 一 二 
由 前 两 节 ， 我 们 已 有 


Ss = +t D2 +L) 


6 


n(n+1) 
2 


这 里 再 加 入 当 &=0 的 极端 情形 ， 即 
So=# 
它 在 以 下 论述 中 或 许 是 有 用 的 。 从 &= 0，1 和 2 的 特殊 情形 
出 发 ， 我 们 提出 一 般 问 题 ， 将 St 象 5。，S,，5S: 那样 表示 
出 来 。 综 观 这 三 个 特殊 清 形 ， 我 们 推测 St 可 以 表 成 为 = 的 
上 +1 阶 多 项 式 ， 
很 自然 地 ， 我 们 要 把 对 上 = 2 用 得 很 成 功 的 那个 “戏法 ” 


5S1= 


1) 参见 MBRR， 卷 下，pp.i46 一 148， “dets ex machina” 
和 “证明 是 有 启发 性 的 ”。 
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拿 来 对 一 般 情 形 斌 一下。 不过， 还 是 先 考 虑 一 下 紧 按 着 的 那 
个 =3 的 情形 吧 。 我 们 把 $3.2 里 见 过 的 方法 , 放 到 高 一 阶 
的 情况 下 模仿 使 用 ，、 也 许 不 致 于 发 生 很 多 困难 。 
我 们 从 利用 指数 比 3 再 高 一 阶 的 二 项 式 公式 出 发 
《了 二 下) 一 1 二 43 十 82 十 4 二 二 
可 得 
(十 1)4 一 24 = df83 十 6 + dn+1 
它 对 一 切 正 整数 ”都 成 立 。 把 "= 1，2，3，…，f 的 情形 依 
次 都 写 出 来 : 
24-14=4*12+612+41T+T 
34 一 .24=423+6*22 二 4"2 十 1 
44- 34=43346.324+4.3+ 工 


(H+1)t -ne = dn +6n2 + dn+1 
和 前 面 一 样 ， 把 这 "个 方程 加 起来。 左边 的 很 多 项 相互 抵消 
了 ， 右 边 分 成 四 列 去 加 ， 每 一 列 部 含有 前 ?个 正 整 数 的 某 个 
方 守 的 和 ， 事 实 上 ， 每 一 列 都 出 现 某 一 个 Sk : 

《n+1)4 -1=494+6Sa+d4S + 
前 面 我 们 已 经 通过 4 表示 了 5S:，S, 和 5S。， 利 用 那些 表达 
式 ， 可 以 把 方程 变 成 


(n+1)4- 1=45s +6 (nt 1)(2n+1) 


6 


+ +h 


在 这 个 方程 里 ， 除 $s 外， 其 余 的 都 是 用 "表示 的 ， 下 面 只 
要 作 些 代数 运算 便 可 确定 出 5S;: 
45s= (nr1)4- (+1)- 21n+1)- n(ni1)(2n+1) 
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= (+1l)ins+3r2 + dn- 2n- n(2n+1)] 
鸭 2 
Ss = | 
至 此 ， 我 们 不 仅 达 到 了 预期 的 结果 ， 而 且 可 看 出 作法 本 身 也 
是 有 意义 的 ， 这 一 手法 用 上 两 次 以 后 ， 我 们 也 许 就 能 预见 到 
一 个 一 般 的 轮廓 。 请 记 住 一 位 著名 教育 家 的 名 言 ， “所 谓 方 
法 ， 就 是 用 过 两 次 的 手法 。””) 


§3.4 递归 
上 节 里 的 作法 的 突出 特点 是 什么 呢 ? 为 了 得 到 Ss, 我 们 
要 倒 回 到 S,，S, 和 5S。。 这 一 点 使 我 们 一 下 认 清 了 3 3.2 的 
“戏法 ? ,在 那里 ， 我 们 由 已 得 出 的 S, 和 So， 递 推出 了 Ss。 
实际 上 ， 我 们 也 可 以 用 同一 办 法 导出 S+ 来 (在 § 3.1 
里 ， 我 们 是 用 另 一 方法 得 到 它 的 ) 。 从 下 面 这 个 景 熟悉 的 
公式 
(n+1)? =n? 十 2 十 二 
可 得 
(站 二 1)2 -#2=2n+1 
把 w=1，2，3，…，n 的 情形 都 写 出 来 
22 一 12=2.1+1 
37—- 2*=2.2+1 
42 ~32=2.3+1 


(ntl)*— #2=24+1 


然后 把 它们 加 起 来 便 得 
(n+1)*-1=2S1+Se 


3) 参看 了 SI，P,208 。 
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而 S。=#， 族 


5 tl 一 n+ 


这 就 是 8 3.1 最 后 的 结果 。 

当 如 上 格式 对 特殊 情形 &=1，2 和 3 都 获得 成 效 以 后 ， 
我 们 当然 要 毫 不 狂放 地 把 它 用 于 一 般 的 和 数 Ss 。 现 在 应 该 
用 指数 为 &+ 1 的 二 项 式 公式 : 

ntl)! 一夫 二 + "e+ (3 )- lr 

《二 1) ttl = CE ' De 
把 各 个 特殊 人 情形 都 号 出 来 : 


a 

2 | 
441 

3 2 tt 2 Ja 


a 
As 人 (ja 
《二 了 二 = Gr Dur( et 
再 加 在 一 起 ， 便 得 
a 
Crt Del (kh+1) :+( 2 Js 


倘若 我们 已 经 知道 了 s4 -4，st-z，…， si 刹 s,， 那 末 由 这 个 


301 


方程 便 可 以 把 Ss 确定 出 来 (用 + 表示) 。 例 如 ， 由 前 面 所 
得 到 的 5。，S1，5。， 和 5 的 岩 达 式 ， 可 以 直接 通过 代数 运算 
导出 Ss 的 表达 式 。 有 了 5S4， 进 一 步 又 可 以 得 出 5s， 这 样 一 
直下 去 ， 我 们 便 可 以 计算 任意 的 S4”) 。 

这 样 ， 从 $3.2 里 那个 “突如其来 "的 证 明 〈 变 “戏法 ”) 
出 发 ， 最 终 形成 了 一 个 模型 。 为 了 进一步 应 用 它 ， 我 们 值得 
把 它 总 结 一 下 并 将 它 华 华 记 住 。 对 于 一 个 依次 排列 起 来 的 序 
列 (例如 So。，S13S:，5s，… ;Sxs…)， 我 们 可 以 去 算 它 当 中 的 
任 一 项 的 信 ， 每 次 算 一 个 。 为 此 ， 需 要 有 两 个 先 次 条件， 

首先 ,应 当知 道 序列 的 第 一 项 (S, 是 显然 可 以 算出 来 的 ) 

其 次 ， 应 该 有 某 个 关系 式 将 序列 的 一 般 项 与 它 前 面 的 那 
些 项 联系 起 来 《例如 本 节 中 的 S: 与 5,，S1，Szs，…354-1 由 上 
面 景 后 那个 方程 联系 起 来 ， 这 个 联系 在 $3,2 中 的 “戏法 ” 
中 就 已 预示 了 ) 。 

这 祥 我 们 便 可 以 藉 助 于 前 面 的 项 ， 一 个 接 一 个 依次 地 、 
北 推 地 把 所 有 的 项 都 找 出 来 。 这 就 是 重要 的 适 电 模型。 


§3.5 符咒 (gbracadabra) 

符 吕 这 个 字 有 点 “紊乱 的 衣 话 ”的 意 轧 。 今 天 我 们 是 把 
它 当 作 贬 意 词 来 用 的 。 但 是 曾经 有 过 一 个 时 期 ， 它 是 一 个 很 
有 魔力 的 字眼 。 符 咒 用 某 种 神秘 的 形式 〈 某 些 方面 有 点 象 图 
3.2)， 雕 刻 在 护身符 上 ， 人 们 相信 ， 侯 右 了 这 种 护身符 ， 就 
可 以 不 受 疾病 或 恶 运 的 伐 缆 。 
这 一 方法 是 书 斯 上 《Paseal》 提出 的 ， 竟 L,Brunschvicg 
和 P. Boutroux 编辑 的 《 布 米 好 "名 斯 卡 全 集 》 (Euvres de 
Blaise Pascal) 第 三 其 。ppP。311 一 367。 
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图 3.2 应 学 

你 能 用 元 神 方法 从 图 3.2 里 读 出 符 殉 一 -abracada 
8 ra 这 个 字 ? 这 里 所 谓 “ 读 ”意思 是 说 ， 我 们 从 最 项 上 ( 北 
极 ) 的 4 开始 ， 按 字母 (向 东南 或 向 西 南 ) 逐个 朝 下 念 ， 
直至 达到 最 下 面 〈 南 极 ) 的 4 为 止 。 

这 个 问题 似乎 稀奇 ， 可 是 如 果 你 留意 到 这 里 边 藏 普 点 你 
熟悉 的 东西 ， 那 么 你 的 兴趣 就 会 被 引起 来 。 我 们 想象 在 一 个 
城 里 散步 或 疙 车 忽 风 ， 假 定 这 个 城市 是 由 一 些 方 方 正 正 的 街 
区 组 成 的 ， 其 中 有 一 半 的 街道 是 从 西北 还 向 东南 ， 而 另 一 半 
的 街道 是 由 东北 通 向 西南 ， 丙 者 十 字 交 叉 。 读 图 3.2 里 那个 
恬 字 相当 于 在 这 种 街道 阅 络 里 走 一 条 锯齿 状 道 路 。 当 你 沿 着 
图 3.3 扬 示 的 那 条 锦 齿 状 道路 向 前 走时 ， 从 开始 那个 4 到 末 
呈 那 个 4， 经 过 十 个 街 段 。 在 这 个 街道 网 络 里 ， 当 热 还 有 一 

. 些 别 的 、 岂 有 十 个 杜 段 那么 长 的 、 介 于 这 两 个 端点 之 间 的 道 
路 ,但 是 比 它 更 短 的 道路 是 不 会 有 的 ,在 四 络 里 , 找 出 介 于 给 
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定 的 两 个 庙 点 之 间 的 不 同 的 最 短 道路 的 数目 -一 这 就 是 我 们 
所 说 的 那个 藏 在 图 3,2 关于 魔 字 的 怪 问 题 后 面 的 有 趣 的 问 
题 。 7 


图 3,3 ”锯齿 状 道路 是 最 短 的 


对 问题 进行 一 般 的 论述 也 许 有 不 少 好 处 。 有 的 时 候 它 其 
至 能 提供 出 一 个 解法 来 ， 我 们 现在 磁 到 的 情况 就 正 是 这 样 。 
如 果 你 不 能 解 图 3。2 所 提 的 那个 问题 〈 你 大 概 不 能 ) ， 屠 
么 光 去 解 一 个 与 此 有 关 的 简单 问题 吧 。 从 这 点 上 讲 ， 一 般 的 
论述 也 许 能 对 我 们 有 所 帮助 ， 因 为 我 们 可 以 先 选 它 的 较 简单 
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的 情形 去 讨论 。 实 际 上 ， 如 果 给 定 的 那 两 个 点 在 网 络 里 彼此 
靠 得 很 近 ( 比 起 图 3.3 那 两 个 4 来 说 要 更 近 些 ) ， 则 要 数 
出 它们 之 间 的 不 同 句 齿 状 道路 就 很 容易 ， 你 只 要 一 根 根 地 去 
曾 ， 然 后 综合 起 来 就 行 了 。 现 在 照 这 个 办 法 从 4 开始 ， 一 步 
步 做 下 去 。 首 先 考虑 那些 从 4 走 一 个 街 跨 就 可 以 达到 的 点 ， 
然后 是 那些 走 两 个 街 段 可 以 达到 的 点 ， 以 后 是 走 三 个、 四 个 
以 至 于 更 多 的 街 段 才 可 以 达 到 的 点 。 对 每 一 个 这 种 点 都 综合 
并 数 出 它 与 4 相连 的 最 短 名 将 状 道路 。 图 3.4 里 我 们 标 上 了 
这 样 算出 的 一 些 数字 (但 你 应 该 自己 去 算 这 些 数 字 ， 并 且 多 
算 几 个 一 一 起 码 要 把 它们 验算 一 下 )。 观 察 一 下 这 些 数字 一 一 


你 能 堵 出 点 什么 吗 ? A 
在 你 充分 了 解 荆 述 1] Ni 

这 些 以 后 ， 你 是 能 看 出 1 Ns AN 

一 些 名 堂 来 的 。 即 使 你 1 Ng Ns 


3 
以 前 没有 见 过 标 在 图 2 CC NA 
3.4 里 那 张 数字 表 ， 你 
也 会 注意 到 一 个 有 瑟 思 ~ 
的 关系 : 图 3.4 里 ， 任 ~ 
何 一 个 不 等 于 1 的 数 帮 可 3.4 算 -- 下 最 蛤 饥 表 装着 路 的 可 轧 
是 表 中 另 两 个 数 的 和 ， 
一 个 是 它 西北 的 紧邻 ， 另 一 个 是 它 东 北 前 紧邻 ， 例 如 
4 一 1+3y 6=3 寺 3 

如 果 你 象 生物 学 家 通过 观察 发 现 生物 规律 那样 去 仔细 地 
观察 ， 你 就 会 找到 这 一 规律 了 。 而 在 找到 这 个 规律 以 后 ， 你 
应 该 自问 一 下 ,为 什么 会 是 这 样 呢 ? 这 是 什么 道理 ? 

道理 十 分 简单 。 在 你 的 网 络 里 ， 考 虑 三 个 街 第 .点 X 了 
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和 2Z, 它们 的 相互 位 置 如 图 3,4 所 示 。X 是 2 的 西北 紧邻 了 
是 2 的 东北 缀 邻 ， 如 果 我 们 希望 在 网 络 里 治 一 条 最 短 的 道路 
从 也 到 达 Z， 就 必须 或 者 经 过 X， 或 者 经 过 Y， 一旦 到 了 关 ， 
再 进一步 到 2Z 便 只 有 一 条 有 路， 同样 ， 一 旦 到 了 Y， 进 一 步 再 
到 Z 也 只 有 一 条 路 。 扩 以 从 4 到 Z 最 超 适 路 的 总 数 是 两 部 
分 的 和 ， 它 等 于 从 4 到 尽 最 短 道 路 的 数目 加 上 从 有 4 到 了 最 
径 道 路 的 数目 。 这 就 是 观察 结果 的 解释 ， 同 时 也 证 明了 前 面 
所 讲 的 那个 一 般 规 律 。 

搞 清 楚 这 一 基本 点 之 后 ， 我 们 就 可 以 用 简单 的 加 法 延 拓 
图 3.4 里 的 数字 表 ， 直 到 得 出 图 3.5 那 张 大 的 数字 表 为 止 ， 
于 是 最 南面 角 上 的 那个 数字 就 是 所 要 的 答案 ;我们 怡 好 有 252 
种 不 癌 的 方法 去 读 图 3,2 里 那 个 谭 字 。 


252 


图 3.5 由 三 角形 得 到 的 正方 形 
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$3.6 巴 斯 卡 (Pasca!) 三 角形 

读者 现在 已 经 认识 了 我 们 在 上 一 节 得 到 的 那些 数字 和 它 
们 独特 的 结构 。 图 3.4 里 的 数 称 为 二 项 式 系数 ， 而 它们 的 三 
角形 排列 通常 称 为 巴 斯 目 三 角形 〈 巴 斯 卡 本 人 把 它 思 做 “ 算 
术 三 角形 ”) 。 在 图 3.4 里 ， 还 可 以 进一步 添上 一 些 线 ， 事 
实 上 ， 它 可 以 无 限 延 伸 下 去 。 图 3.5 的 表 是 从 这 个 大 三 角形 
里 切 下 来 的 一 块 正方 形 。 

实际 上 ， 某 些 二 项 式 系数 和 它们 的 三 角形 排列 在 巴 斯 卡 
的 《算术 三 角形 》 论 文 出 现 以 前 ， 就 已 经 在 其 他 作者 的 著作 里 
省 现 过 。 不 过 ， 巴 斯 卡 在 这 方面 的 贡献 仍 丝 塞 无 居于 用 他 的 
名 字 去 命名 。 

(1) 我 们 应 当 引 进 一 个 适当 的 符号 去 表示 巴 斯 卡 三 角形 
里 的 数 ， 这 也 是 重要 的 。 在 三 角形 每 一 点 上 对 应 的 那个 数 都 
是 有 几何 意义 的 ， 它 表示 从 项 点 到 该 点 不 同 的 最 得 锯齿 状 道 
路 的 数目 。 每 一 条 这 样 的 道路 都 经 过 同样 数目 的 街 芒 ， 比 奶 
说 ，+# 个 街 有 自 。 而 在 所 有 这 些 道路 里 ， 西 南方 向 直 向 的 街 段 
的 数目 和 东 调 方向 走向 的 街 和 数理 的 和 都 是 一 样 的 ， 用 ! 和 
7 分 别 去 表示 上 述 两 种 不 同 走向 街 段 数 〈! 指向 左下 方 ,而 r 
指向 右 下 方 ) ， 则 显然 


n=1+? 
这 说 明 ”，! 和 ?这 三 个 数 中 任 给 两 个 ， 第 三 个 就 完全 确 定 ， 
于 是 它们 涉及 的 那个 点 也 就 完全 确定 了 (事实 上 ， 如 果 以 巴 
人 在 起 国 数 家 日 ' 巴 斯 不 《1623 一 1662) 1654 年 发 明 这 个 三 角 
形 600 多 年 以 前 ， 我 网 宋 果 的 贾 宪 就 已 经 在 《黄帝 九 章 算法 网 草 》》 一 书 
中 提 到 它 了 ， 这 是 一 个 指数 为 让 整数 的 二 项 式 定理 素数 表 。 
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斯 卡 三 角形 的 顶点 为 原点 ,建立 直角 坐标 系 ,一 条 轴 ! 指向 西 
南 ， 另 一 条 轴 了 指向 东南 ， 那 么 ! 和 了 刚好 就 是 那个 点 的 坐 
标 ) 。 例 如 ， 对 于 图 3.3 里 的 那 条 道路 ， 最 下 面 的 点 4 有 
I=5, r=5, #=10 
而 对 于 同一 条 道路 的 第 二 个 召 点 ， 则 有 
1=5, r=3, n=B8 


我 们 将 用 符号 ( ” ) ( 它 是 由 隐 拉 引 迹 的) 家 示 从 己基 


卡 三 角形 顶点 出 发 ， 到 达 由 # (道路 经 过 的 街 段 总 数 ) 和 上 
( 沿 右 下 方 的 街 段 数 ) 决定 的 那个 点 的 不 同 最 短 蚀 齿 状 道路 
的 数目 。 例 如 ， 在 图 3.5 中 ， 


(8)=5, (WW)=252 


把 图 3.4 的 数字 用 符号 去 表示 ， 便 得 图 3.6 。 在 图 中 ， 上 数 
相同 〈 即 同一 个 上 ) 的 符号 列 成 一 条 水 平 线 (第 4 条 “基线 ” 
一 一 一 个 直角 三 角形 的 底 》， 下 数 相同 ( 即 向 一 个 + ) 的 符 
号 列 成 一 条 斜 线 (第 了 条 道 ”) 。 图 3,5 中 ， 第 五 条 道 是 正 
方形 的 一 条 边 ， 其 对 边 是 第 0 条 道 (如 时 你 愿意 的 话 ， 可 
以 把 它们 叫做 边界 线 ， 或 沿 河 大 道 ) ， 第 四 条 基线 则 可 从 图 
3.4 中 见 到 。 


*) 我 们 把 西南 走向 的 街道 称 为 “ 道 ”《avenue ) ,而 把 东南 走向 
前 街道 称 为 “ 街 2 《street) 。 
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(8) 
(3) 人 
(3) (3) (8) 
(2) (1) G) (3) 
(1) (9 (分 (8 (9 


(1) ( 7 ) 
(C7) 
图 3.6 箱 号 的 巴 斯 卡 三 角形 
《2) 除了 几何 上 的 特征 外 ， 巴 斯 卡 三 角形 还 有 它 计算 方 
面 的 特征 。 边 界 《〈 第 0 条 街 和 第 0 条 道 以 及 它们 共同 的 出 
发 点 ) 上 所 有 的 数 都 等 于 工 〈 因 为 显然 从 出 发 点 到 这 些 街 角 
只 有 一 条 最 短 的 道路 ) ， 所 以 
(3)-(3)=! 
我 们 很 自然 地 称 这 个 关系 为 巴 斯 卡 三 角形 的 边界 条 件 。 
而 斯 卡 三 角形 内 的 任 一 数 一 定 在 某 一 水 平 基线 上 ， 假 
设 它 是 在 第 ?+ 1 条 基线 上 ， 我 们 就 返回 (或 递 轨 》 到 第 n 
条 基线 上 与 它 紧邻 的 两 个 数 ， 用 这 两 个 数 去 计算 它 〈 见 图 


3.6)， 人 (0 
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很 自然 的 ， 我 们 把 这 个 方程 称 为 巴 斯 卡 三 角形 的 递归 公式 。 
这 样 ， 从 计 和 的 角度 来 看 问题 ;{《 ”) 可 以 认为 是 被 


斯 -三 角形 的 递归 公式 和 边 办 条 件 所 确定 的 这 也 可 以 作为 
它 的 定义 ) 。 


$2,7 数学 归纳 法 
用 递归 公式 计算 巴 斯 卡 三 角形 里 蘑 - 个 数 时 ， 必 须 藉 助 
那 条 基线 上 的 两 个 数 。 我 们 当然 希望 找到 一 个 不 依赖 
予以 前 的 数 前 独立 的 计算 公式 。 下 面 是 大 家 熟悉 的 二 项 式 系 
数 油 星 公 款 ， 
7 dd {nm 二] 
( ) : 


r 


它 跟 巴 斯 卡 二 角形 里 的 其 他 数 无 关 。 巴 斯 卡 的 论文 里 有 这 个 
公式 (不 过 它 不 是 让 我 们 现在 这 种 港 式 出 现 ， 而 是 用 文字 表 
达 的 ) 。 巴 斯 卡 没有 说 他 是 怎样 发 现 这 个 公式 的 ， 我 们 这 里 
也 不 打算 过 多 地 去 推测 〈 也 许 他 起 初 也 是 猜 出 来 的 一 我 们 
常常 是 靠 观 察 ， 然 后 再 进行 推测 去 发 现 事物 的 。 参看 习题 
3.39 解 法 的 队 注 )。 可 是 巴 斯 卡 给 了 显 公 式 一 个 洁 亮 的 证 明 ， 
我 们 这 里 将 把 整个 注意 力 集中 在 他 的 证 明 方法 上 。 

我 们 预先 须 作 一 点 说 明 ， 显 公式 从 其 表示 形式 来 看 不 能 
用 于 + = 0 的 情形 。 为 此 我 们 规定 ， 当 7 = 0 时 ， 令 


下 
1 )=: 


全 见 注 3) 里 的 《 巴 斯 卡 全 集 》，9pp.455 一 464， 特 别 是 pp .456- 
457 ,下面 的 级 述 只 是 用 了 近代 的 符号 ,而 很 少 改变 巴 斯 卡 原文 的 内 容 。 


1i0 


另 一 方面 ， 当 r =# 时 ， 因 为 


所 以 公式 对 +r =# 成 立 。 于 是 我 们 只 要 对 0 < "< 的 依 形 证 
明显 公式 即 可 ， 也 就 是 说 对 巴 斯 卡 三 角形 内 部 那些 数 去 证 
明 ， 而 对 这 些 内 部 的 数 是 可 以 用 递归 公式 的 。 下 面 就 引出 巴 
斯 卡 的 证 明 ， 我 们 只 作 了 某 些 非 本 质 的 改动 ， 面 这 种 改动 将 
注 在 方 括号 5 ] 里 。 


虽然 这 个 命题 【 即 及 公式 〗 包 信 无穷 多 种 情形 ， 我 在 两 个 引 亚 的 基础 上 ， 
就 可 以 给 出 它 的 一 个 极 简单 的 证 寻 。 

引 理 1 断言 命题 对 第 一 条 基线 是 对 的 ， 这 是 显 热 的 。[ 继 公式 对 n= 1 成 立 ， 
攻 为 在 这 种 情形 下 ，r 可 能 到 的 值 上 只 有 r=o 各 r=1 这 两 个 ， 耐 这 如 前面 的 说 
明 里 已 经 计 了 。7 

引 理 2 断言 ， 如 果 命 题 对 某 一 条 基线 -对 某 一 个 n] 成 立 ， 那 末 它 对 下 一 
条 林 线 [对 n+12 也 一 定 成 立 。 

这 样 ， 命 期 就 对 一 切 # 都 成 立 ， 因 为 日 引 理 1 ， 它 对 m= 1 成立 ， 于 是 根 
器 引 理 2 ， 它 对 n= 2 就 成 立 ， 同 样 道理 ， 对 mn = 8 也 成 立 ， 这 样 无 限 地 下 去 。 

于 是 只 要 证 明 引 理 2 就 行 了 。 


按照 引 理 2 的 叙述 , 我 们 假定 显 公式 对 第 n 条 基线 成 立 ， 
也 就 是 说 对 这 个 # 和 一 团 r-0, I ，2，.…，, n 都 有 


全 )= T+) 
六 1 851) 


特别 的 ， 当 7 之 1 时 ， 有 
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(,’ = 2 区 A 人 2 


把 这 两 个 方程 加 起 来 ， 再 利用 递归 公式 ， 便 得 


GED 
(nr 2), n+l) 
1*2%(r-1) 7 
= n+)nn— .tCn+1) -r+1} 
1 23。 
于 是 ， 由 显 公式 对 某 个 4 成 立 便 推 出 它 对 -1 也 成 立 ， 这 样 
我 们 就 证 明了 引 理 2 的 结论 。 

上 上 面 引 的 巴 斯 卡 的 这 些 话 有 重要 的 历史 意义 ， 因 为 他 的 
证 明 是 数学 归纳 法 一 一 一 个 基本 的 推理 模型 一 -的 头 一 个 例 
子 。 

这 个 推理 模型 需要 深入 学 习 9) ， 因 为 如 果 不 求 甚 解 马虎 
地 去 引用 ， 数 学 归纳 法 是 会 把 一 些 初学 者 弄 糊 涂 的 ， 它 也 可 
能 变 成 一 个 惑 人 的 “戏法 ”。 

谁 都 知道 跟 魔鬼 打交道 是 很 危险 的 ， 如 果 你 给 他 一 个 小 
指头 ， 他 就 会 吞 史 掉 整个 手 。 巴 斯 卡 的 引 理 2 于 的 恰好 就 是 
这 种 事 。 引 理 1 成立, 你 只 给 了 一 个 指头 (n=1 的 情形 )， 而 
引 理 2 马上 就 拿 走 你 的 第 二 个 手指 (n= 2 的 情形 )， 随 着 又 
拿 走 第 三 个 手指 (n= 8 ) ， 以 后 又 是 第 四 个 ,这 样 下 去 ， 最 
后 就 拿 走 了 所 有 的 手指 头 ， 那 怕 你 有 无 穷 多 个 手指 头 ， 也 全 
部 要 给 拿 光 。 


5) 见 HHST, 引 论 和 数学 归纳 法 , PP ,114 一 121; MPR: 券 ]，pp， 
2108 一 120。 
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$3.8 .继续 前 进 

学 完 前 面 三 节 以 后 ， 我 们 就 有 了 三 种 不 同 的 方法 去 引进 
巴 斯 卡 三 角形 里 的 数 一 一 二 项 式 系数 。 

41) 几何 方法 ”二 项 式 系数 是 街道 网 络 里 介 于 两 个 给 


定 街 角 间 的 最 短 饮 郊 状 道路 的 数目 。 
(2) 计算 方法 “二 项 式 系数 可 以 由 递归 公式 和 边界 条 
件 确 定 。 


(3) 显 公 式 。 即 83,7 里 用 巴 斯 卡 方法 证 明 的 那个 公 
式 。 
二 项 式 系数 这 个 名 字 提 醒 我 们 还 有 另 一 个 方法 ， 
《全 二 项 式 定理 ”对 变量 x 和 任何 非 负 整 数 *, 都 有 恒等式 
arw)"=()+( ?jz 4 ) tt )” 
证 明 见习 题 3.1。 

:我们 还 下 以 用 草 的 方法 引进 巴 斯 卡 三 角形 里 的 这 些 数 ， 
因为 在 很 多 有 趣 的 问题 里 它们 都 起 着 重要 的 作用 ，- 并 且 具 有 
很 多 有 趣 的 性 质 。 雅 各 贝 努 里 ” 在 他 的 《 猜 度 术 》( “Arc 
Conjecrandi”, 巴 赛 尔 1713, 第 二 部 分 ,第 三 章 ,pP.83) 一 书 中 
写 道 “这 张 数字 表 具 有 一 系列 奇妙 的 性 质 。 刚 才 我 们 已 经 看 
到 了 ,组 合 论 的 本 质 就 蕴含 在 它 里 面 (见习 题 3.22 一 3,27)。 
比较 熟悉 几 条 的 人 还 知道 ， 它 还 隐藏 着 数学 里 一 些 重要 的 诀 
穿 。” 当 然 时 代 不 同 了 ,很 多 在 贝 努 里 时 代 还 未 发 据 的 事情 ， 
今天 已 经 都 搞 清 楚 了 。 不 过 ， 对 那些 希望 作 一 些 有 趣 而 又 有 

*) 雅 各 - 贝 努 里 (Jacob Bernoulli 1654 一 1705》 瑞 士 巴 密 尔 


的 数学 家 ， 是 数学 史上 著 明 的 贝 努 里 家 族 第 一 个 成 员 。《 攻 度 不 》 时 
一 本 过 论 概率 论 的 书 ，1713 年 在 他 到 后 才 出 版 。 
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意义 的 习题 的 读者 来 说 ， 这 仍 是 一 个 很 好 的 锻炼 机 会 : 他 可 
以 通过 仔细 观察 巴 斯 卡 三 角形 里 的 数 ， 并 用 这 种 或 那 种 或 同 
时 用 几 种 方法 去 研究 它们 ， 而 发 现 许多 东西 ， 其 中 有 些 还 可 
能 是 很 有 用 的 。 

顺便 说 一 句 ， 本 章 前 四 节 我 们 指出 了 求 前 ”个 正 整 数 某 
个 方 蹇 的 和 的 问题 。 后 来 ,又 接触 到 两 个 重要 的 一 般 模型 〈 递 
归 和 数学 归纳 法 》 ,当然 ,为 了 彻底 理解 和 掌握 这 两 个 模 理 ， 
还 需要 继续 适用 它们 去 处 理 更 多 的 例子 。 因 此 在 我 们 的 面前 
还 有 不 少 的 工作 需要 去 做 。 


$3.9 观察 ， 推 广 ， 证明， 再 证 明 

让 我 们 再 困 到 原来 的 出 发 点 ， 并 用 另 一 种 观点 来 考虑 问 
题 。 

《1) 我 们 是 从 图 3,2 和 图 3.3 那 个 魔 字 开 始 的， 或 者 说 是 
从 那个 魔 字 问 题 开 始 的 未 知 量 是 什么 呢 ?来 知 量 就 是 街道 网 
络 里 从 第 一 个 4 到 最 后 一 个 4( 即 从 方块 的 景 北角 到 最 南 角 》 
的 最 短 锅 齿 状 道路 的 数目 。 这 桩 的 每 一 条 锯齿 状 道 路 一 定 要 
在 某 一 个 地 方 穿 过 正方 形 的 水 平 对 角 线 。 沿 着 这 条 水 平 对 角 
线 ， 有 六 个 可 能 的 交叉 点 《 即 街角 4) ， 于 是 我 们 就 可 以 根 
据 经 过 不 同 交叉 点 而 把 所 有 锯齿 状 道路 分 成 六 类 ， 那 末 每 一 
类 里 又 有 多 少 条 道路 呢 ? 这 就 提出 了 一 个 新 问题 。 

我 们 具体 考虑 水 平 对 角 线 上 的 一 个 交叉 点 ， 例 如 从 左边 
数 过 来 的 第 三 个 〈 按 8 3.6 的 符号 ， 即 1= 3 ，r= 2,n=5 
的 那个 点 ) 。 任 何 一 条 过 这 个 交叉 点 的 锯 沧 状 道路 都 是 由 两 
段 组 成 的 ,上 上 半 眉 是 从 正方 形 的 北角 开始 ,到 选 定 的 这 个 点 为 
正 , 下 半 眉 则 从 所 选 的 点 并 始 ,到 正方 形 的 南 角 为 止 (图 3,3)。 
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.我们 前 面 已 经 看 到 (图 3.5) 不 辣 的 上 半 有 段 道 路 的 数目 是 
=n 

而 不 同 的 下 举 段 道路 的 数 旭 也 是 这 么 多 (为 什么 ?)。 因 为 任 一 

个 上 半 段 和 任 一 个 下 半 段 拼 在 一 起 都 是 一 条 完整 的 道路 [由 

图 3.7( 卫 ) 所 示 ]， 所 以 这 种 道路 的 数目 等 于 


(5) =100 


< 


隐 3.7 提示 
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当然 ， 与 水 平 对 角 线 交 于 其 他 点 的 锯齿 状 道 路 的 数目 也 
可 以 甩 同 样 的 方法 去 计算 ， 于 是 我 们 又 找到 了 原来 问题 的 一 
个 新 和 解法， 我 们 座 好 有 

1+25+100+100+25+1 

种 不 辣 的 方法 去 读 图 3.2 里 那个 魔 字 。 这 些 数 的 和 跟 我 们 在 
§ 3.5 末 尾 得 出 的 那个 数 一 祥 ， 都 等 于 252。 

(2) 推广 ”图 3.3 所 考虑 的 那个 正方 形 的 一 条 边 只 包 
含 5 个 街 段 。 推 而 广 之 (由 5 过 度 到 mn) ， 我 们 有 


: 2 2 
(ADD) 

这 就 是 说 ，“ 巴 斯 卡 三 角形 中 第 # 条 基线 上 的 数 的 平方 和 等 
于 第 2 条 基线 当中 的 那个 数 ”。 实 际 上 ,我 们 在 (1) 中 作 的 扒 
理 已 经 证 明了 这 个 一 般 命题 。 虽 然 我 们 仅仅 讨论 了 w= 5 的 
特殊 情形 〈 我 们 甚至 只 考虑 了 第 五 条 基线 上 一 个 特殊 点 ) ， 
但 是 当 我 们 这 样 作 时 ， 并 没有 用 到 它 的 特殊 牲 ， 因 此 上 述 推 
理 并 不 失 一 般 性 。 不 过 污 者 可 以 当 作 一 个 有 用 的 练习 去 重复 
一 下 上 面 的 推理 ,出 圣 殊 变 成 一 般 , 即 用 " 鞭 换 前 徊 的 5 。 

(3) 另 一 各 方法 ”不 过 这 个 结果 还 是 来 得 有 点 突然 , 如 
果 我 们 还 能 从 别 的 角度 证 明 它 ， 那 我 们 对 它 就 会 理解 得 更 好 
了 。 

综 现 了 3.8 里 列举 的 各 种 方法 ， 我 们 试 着 把 这 个 结果 与 
二 项 式 公式 联系 起 来 。 实 际 上 ， 它 们 的 联系 可 通过 下 式 表现 
出 来 ， 


6) 这 是 一 个 有 代表 性 的 特 责 情形 , 匈 MPR, 卷 [ ,P,25, 习题 10。 
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C14) = + (Ys 本 
=(G1+x)ntl+a， 
[C0 (Eet rs) 
[Crt (BY +t) #0) 
我 们 集中 来 考 虚 x" 的 系数 ， 右 边 第 一 行 *” 的 系数 就 是 (2) 中 


那个 方程 (我 们 正在 找 它 的 第 二 个 证 明 ) 的 右 端 ， 现 在 再 看 后 
两 行 时 两 个 因子 的 乘积 ， 这 里 对 后 一 个 因子 利用 了 二 项 式 系 


数 的 对 称 性 ， 
(re 


在 这 个 乘积 里 ，x 的 系数 显然 就 是 (2) 里 我 们 要 去 证 明 
苗 那 个 方程 的 左 端 。 因 为 这 些 古 x 的 恒等式 ,两 边 x" 的 系数 应 
访 相 等 ， 故 得 证 。 
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第 三 午 的 习题 与 评 i 


第 一 部 分 

这 一 部 分 是 关于 前 四 节 的 习题 与 评注 。 

3.1 证明 在 8 3.8(4) 里 叙述 (并 用 于 $ 3.4) 的 二 项 式 定 
理 〈 利 用 数学 归纳 法 。8$ 3.8 提 到 的 前 三 个 方法 中 ， 哪 一 个 
同 现在 这 个 问题 最 相当 ? )。 

$3.2 等 价 于 一 般 情形 的 一 个 特殊 情形 。 由 83.8(4) 给 册 
并 在 习题 3.1 中 证 明 的 那个 恒等式 只 是 下 述 恒等式 


Ca+b)" -Ber+ ( 4 ows +( tarsb: + (Br 


的 一 个 特殊 情形 (a = 1,b = x)，* 证 明 反 过 来 那个 特殊 情形 也 可 
以 推出 这 个 更 为 一 般 的 恒等式 。 

3.3 在 本 章 前 三 节 里 ， 我 们 计算 了 Sx (其 定义 见 8 3.3) 
当 = 142;3 的 情形 ，#= 0 的 情形 是 显然 的 比较 这 些 表达 式 ， 
我 们 便 可 导 至 一 艇 的 定理 ，Sx 是 的 & +1 阶 多 项 式 ,其 景 高 


1 
阶 项 的 系数 是 起 
定 更 的 结论 
可 ml 


Ses rT 


站 这 和 神 符 殊 与 一 般 的 等 价 往 常 使 哲学 家 和 初学 者 困惑 不 解 。 其实 ， 
在 数学 里 却 是 很 常见 的 。 参 考 MPR ， 卷 TI，p.23 习 题 8S 和 4。 
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〈 略 写 部 分 是 "的 一 些 低 阶 硕 ) 在 历史 上 对 积分 的 计算 曾 起 过 
重要 作用 。 

试用 数学 归纳 法 证 明 此 定理 。 

3.4 我 们 可 以 藉 助 于 对 某 些小 的 自然 数 x 计算 出 比值 


时 而 菏 得 5 的 -个 表达 式 。 实 际 上 ， 对 


4 =1，2， 3， 4，5 


为 一 致 起见， 把 它们 写成 
5 17 35 59 89 


5 
分 子 都 接近 6 的 倍数 ， 实 际 上 它们 可 写成 
6°1-1,6.3- 1,66- 1,6*10-1,6.15~1 
请 注意 数 (你 应 当 能 认 出 它们 》 
1，.8 6，10，15 


如 果 你 能 成 功 地 作出 5, 的 一 个 表达 式 ,那么 就 (独立 于 $ 3.4 
的 方法 ) 试 用 数学 妇 纳 法 去 证 明 它 ”。 - 

3.5 再 用 8 3,4 里 指出 的 方法 (而 不 依赖 于 习题 3,4) 去 
计算 54。 

3.6 证 明 


8) MPR 卷 T pp'198 一 110 对 一 个 与 此 类 似 查 较为 简单 的 情形 进 
行 了 讨论 。 
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= So 
n=2S,~ So 
n3=35,- 35;+So 
ns454- 6 +451- Se 
以 及 一 般 的 公式 
地 =( 4)si, (对 So + (8)Se st 
+ -DT( 的 S。 


( 它 眼 3.4 里 的 主要 公式 很 相 象 ， 但 两 者 并 不 相同 。 
3.7 证 明 


453= 3Ss+Ss 
8S1=4S，+4S6 
以 及 它 的 一 般 公式 


27154=( t )Sor_1 (全 Sarst (B)Ssret 0 
其 中 让 = 1，2，3，…。 按 照 R 为 奇数 或 偶数 ， 右 端 最 后 一 项 
分 别 为 :或 &54,1。 

《 它 眼 习题 3.6 很 相 象 ， 因 为 我 们 可 以 把 * 写 城 55。》 
5,8 .证 最 
35, =3S。 
6S:S, =594:+9， 
12S:5?=7Set+5S， 
24S353= 9S6+14S6 + Se 
以 及 一 般 的 公式 
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8°21S2S1171 = (8)+208)] scr[( 人 ) 
i , 


+2(§)]Sats+ 
其 中 &= 1，2，3，…。 按 照 忆 为 奇数 或 偶数 ， 右 端 最 后 一 项 
分 别 为 (8+ 2)Sxk,1 或 Sk。 
5.9 证 明 
Ss= S53 
Ss=S2(4S,- 1)/3 
Sr = SI(65?- 4S, = 1)/3 


以 及 一 般 的 ,S24.1 是 S41 = 于 的 8 院 多 项 式 ， 当 2h- T>3 


时 ，S2#-1 可 以 被 :整除 (这 就 推广 了 § 3,3 的 结果 )。 
3,10 证 明 
S4= 5,{(6S1- 1)/5 
Se= S,(12S3- 6S,+1)/7 
Ss=5.(40S51- 40S3 + 18S: - 3)/15 
Ss 


以 及 一 般 的 ,号 -是 S1 的 阶 8-1 多 项 式 (这 就 推广 了 习题 3， 4 解 


法 中 出 现 的 一 个 结果 )。 

5.11 我 们 引进 如 下 符号 
“ 二 哮 寺 号 十 十 拱 二 Spl) 
它 要 比 $ 3.3 里 采用 的 符号 更 明确 或 更 具体 ) 些 ， 这 里 有 是 
非 负 整数 , ” 是 正 整数 。 

我 们 把 + 的 取信 范围 ( 不 是 上 的 范围 ) 推 广 : 令 Sx(x) 囊 
示 3 的 +1 阶 多 项 式 ， 当 *=1,2,3，，… 等 自然 数 时 ， 它 就 等 
于 Sk(n), 
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例如 Ss) = x4) 


证 明 当 4<<1( 注 意 ，& 夺 0) 时， 有 
Si(~x-1)=(-1)t!SAx) 
3,12 用 尽 可 能 多 的 方法 求 前 * 个 奇数 
1+3+5+…+(23- 1) 
的 和 。 
3.13 求 1+9+25+ "二 (2n 一 1)?。 
3,14 求 1 + 27+125+. 半 {28 一 1)3。 
3.15( 续 ) 推 广 。 
3.16 求 22+53+82+…+(38- 1T)2o 
35.17 〈 续 ) 推 广 。 
3.18 球 1:2+ (1+2)"3+(1+2+3) 4T 十 [1 二 2 二 
+(n-1)]4 的 简单 表达 式 (应 没 法 用 前 面 讲 过 的 某 些 内 容 ， 最 
有 着 望 用 上 的 是 什么 ? 是 方法 呢 还 是 结果 ? )。 


5.19 考 虑 2 号 个 关 ， 
$1 
3-1,;3-2 
“4-1,4- 2,4-3 


1 DH dye sn— Cn—1) 
求 :《0) 它 们 的 和 ，(6) 它 们 的 积 ， (它们 的 平方 和 : 
3.20 0 Ebb “由 恒等式 
EX! +E x t+ (~ 1YE"= (x Dr- 2) 
(x- 人 -而 十， 证 明 - 
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n(n+1) 
2 


(nlnn+1)(3n+2) 
Bi 24 


Es= -人 一 27( nt DY 
48 
_ CE- 3 2)(n- n(nt1)(15n +15n:-10n— 8) 
5760. 
并 证 明 一 般 的 ,E 导 由 于 它 依 赖 #, 所 以 最 好 记 为 ErCn)] 是 
“的 28 阶 多项式 。 
[最 好 利用 高 等 代数 的 有 关 命 题 ， 因 为 :是 前 4 个 正 整 
数 的 & 阶 初等 对 称 多 项 式 , 而 它们 8 次 短 的 和 就 是 Es = Et(n)。 
验证 Ee(&)=1。] 
3.2] 数学 归纳 法 的 两 种 形式 。 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 
的 命题 4, 典 型 的 情况 是 它 包含 有 无 穷 多 个 分 命题 4, 4,,…， 
4,，…。 事 实 上 ,命题 4 眼 “4,，4,，4s，,…, 同时 成 立 ” 这 个 
命题 等 价 。 例 如 ， 如 果 4 表 示 二 项 式 定理 ， 而 4 表示 恒等式 
《见习 题 3.1) 
DED 
成 立 。 则 二 项 式 定理 说 ， 些 恒等式 对 "= 1，2，3，4，… 痢 成 
立 。 亦 即 所 有 -同时 成 立 。 
对 一 串 命题 4, ;4 ,4:，… 考 虑 直面 三 句 话 : 
《让 ) 命 题 41 成 立 。 
《 工 ,) 由 命题 4: 战 立 ， 可 推出 命题 41.1 上 成立。 
(下 小 由 命题 4,，A4,，A4s，*…，4A- ,和 和 As 都 成 立 
可 推出 命题 4,- :成 立 。 


E,= 


E, 
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现在 我 们 便 能 区 分 下 述 两 种 数学 归纳 法 。 
《@) 直 ( 工 ) 和 ( 工 ,) 可 得 命题 d 对 一 切 a= 1，2，3，，… 都 
成 立 ; 在 $3.7 里 ,我 们 按 巴 斯 卡 的 论证 法 得 出 了 这 一 结论 。 
(6) 由 (1 了) 和 (Is) 也 可 得 命题 4 对 一 切 #=1，3，3，… 
都 成 立 ， 在 习题 3.3 的 解法 里 ， 我 们 就 是 这 样 用 的 。 
你 也 许 感到 方法 (c) 和 (5) 之 间 的 差别 主要 是 形式 上 而 
不 是 本 质 上 的 ， 你 能 把 这 一 感 党 具体 与 出 来 并 给 它 一 个 清晰 
的 论证 玛 ? 


第 二 部 分 
，。 3.22 十 个 男孩 一 柏 尼 、(Bernie), 瑞 次 (Ricky)、 亚 人 
{Abe)、 次 理 (charlie)、 克 尔 (A1)、 狐 克 (Dick) 、 兢 勒 克 
斯 (Alex)、 比 尔 (Biil), 罗 埃 (Rey) 和 亚太 (Artie》 一 同 
去 野营， 偿 晚 时 ， 他 们 分 成 两 了 从， 每 队 五 人 ,一 队 支 帐篷 , 另 
一 队 做 哆 饭 。 问 不 同 的 分 法 有 几 种 ? 〈 魔 字 能 帮 体 的 忙 吧 ? ) 

3.23 证 明 * 个 元 素 组 成 的 集合 有 (六 个 不 同 的 含 上 个 元 
素 的 子 集 [或 者 搂 传统 术语 说 ， 在 "个 元 素 中 每 次 到了 个 元 素 
的 组 合 数 是 (7))。 

3.24 平面 上 按 “ 一 般 位 置 ”给 定 个 点 ， 意 即 任意 三 
- 点 均 不 共 线 。 则 联结 任意 两 给 定点 的 直线 可 以 作出 多 少 条 ? 
顶点 选 自给 定点 的 三 角形 可 以 作出 多 少 个 ? 

5.25《〈 续 ) 似 述 密 间 中 类 伏 的 问题 ， 并 解 之 。 

3.26 np 边 凸 多 边 形 有 几 条 对 角 线 ? 

3.27 求 # 边 是 多 边 形 对 角 线 的 交点 数 . 这 里 具 考虑 多 边 
形 内 部 的 交点 ， 并 假定 多 边 形 是 “一 般 的 ”， 即 任意 三条 对 
角 线 都 没有 公共 点 。 
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3.28 多 面 休 有 六 个 面 〈 我 们 考虑 不 正规 的 多 面体 ,部 它 
的 任 责 个 面 都 不 合同 ) ,如 果 一 个 而 涂 红色 ,两 个 面 涂 蓝 色 ， 
三 个 面 涂 棕 色 ， 问 不 同 的 涂 法 有 多 少 ? 

5.29 多 面体 有 +# 个 面 ( 任 两 个 面 都 不 合同 )， 其 中 ?个 涂 
以 红色 ，s 个 涂 以 昔 色 ，! 个 涂 以 黄色 。 假 定 r+s+t= n， 问 
不 同 的 涂 法 有 多 少 ? 

3.30 ( 续 ) 推 广 。 
第 三 部 分 

在 解 下 列 某 些 题 时 ， 读 者 可 以 在 几 种 方法 中 去 考虑 和 和 进 
择 [ 见 8 3.8; 二 项 式 系数 的 组 合 解释 (和 参看 习题 3.23) 又 提供 
了 一 种 途径 ]。 莱 小 尼 兹 很 强调 从 多 方面 解 同一 个 问题 的 重要 
性 。 下 面 是 他 的 -- 个 看 法 (大 意 ); “比较 同 -- 个 量 的 两 种 不 
同 珍 达 式 ， 便 可 以 解 出 一 个 米 知 量 来 ， 而 比较 同一 结果 的 两 
个 不 同 的 推导 ， 便 可 以 找到 一 个 新 的 方法 。” 

3,31 用 尽 可 能 多 的 方法 证 明 


(7)= Cr) 
3.82 考虑 洲 巴 斯 卡 三 角形 一 条 基线 上 所 有 数 的 和 


1 =1 
3+1 =2 
1+2+1 = 和 
1+3+3+1=8 


这 些 等 式 看 来 在 预示 一 条 一 般 的 定理 ， 你 能 猜 出 它 吗 ? 如 果 
猜 出 来 了 ， 你 能 证 明 它 吗 ? 如 果 证 明了 ， 你 还 能 给 名 其 他 的 
证 法 吗 ? 

5.335 观察 下 列 等 式 


1-1 =0 
1-2+1 =0 
1-3+3-1 =0 
1- 4+6-4+1=0 
推广 ， 证明， 再 证 明 。 
3.34 考虑 巴 斯 卡 三 角形 第 三 条 道上 前 六 个 数 的 和 
1+4-10+20+35+56= 126 
找 出 这 个 数字 在 巴 斯 卡 三 角形 里 的 位 置 , 试 弄 察 类 似 的 事实 、 
推广 ， 证 明 ， 再 证 明 。 
3.35 把 图 3,5 中 那 36 个 数字 加 起 来 ,再 找 出 和 数 在 巴 
斯 卡 三 角形 中 的 位 置 。 进 一 步 提出 一 条 一 般 的 定理 并 证 明 它 
( 求 这 么 多 数 的 和 当然 是 个 繁重 的 任务 ,但 如 果 想 得 巧 一 些 ， 
你 就 很 容易 抓 住 要 领 )。 
3,36 试 在 巴 斯 卡 三 角形 里 认 出 关系 式 
1.1+5。4+10.6+10 -4+5.1=126 
中 的 那些 数 ， 记 下 它们 的 位 置 。 哆 察 (或 记 位) 类 他 的 情形 ， 
然后 推广 ， 证 明 ， 再 证 明 。 
3,37 试 在 巴 斯 卡 三 角形 里 斌 出 关系 式 。 
6.1i+5*3+d.6+3*10+215+1。21=126 
中 的 那些 数 ， 记 下 它们 的 位 置 ， 观 察 (或 记 往 ?类 似 的 情形 ， 
然后 推广 ， 证 明 ， 再 证 明 。 
3.38 图 3.8 表 示 的 是 一 个 无 穷 图 案 序列 的 前 四 个 ， 图 案 
中 的 每 一 个 都 由 等 圆 堆 集成 等 边 三 角形 的 形状 。 任 何 一 个 不 
在 图 案 边 上 的 贺 都 与 周围 的 六 个 圆 相 切 。 第 "个 图 案 的 每 一 
条 边 都 是 由 “个 国 排 成 的 ， 第 = 个 图 案 里 赂 的 总 数 称 为 第 ? 
个 三 角形 数 。 试 用 # 天 示 第 "个 三 角形 数 ,并 指出 它 在 巴 斯 卡 
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三 角形 里 的 位 置 。 
5.39 把 图 3.3 里 的 圆 换 成 球 (弹子 )， 使 得 圆 是 它 的 六 


,多 


图 4,8 前 四 个 三 角形 数 

道 。 先 把 10 个 弹子 在 水 平面 上 排 威 图 3.8 里 的 形状 ,再 把 6 个 
弹子 放 在 它们 上 面 (整齐 地 嵌 在 缝 除 里 ) 当 作 第 二 层 ， 在 它们 
上 面 又 加 3 个 弹子 作为 第 三 谋 ， 景 后 放 一 个 弹子 在 顶 上 。 
这 个 1+3+6+10=20 
个 弹子 的 结构 跟 正 四 面体 的 关系 ， 就 正 象 图 3,8 里 圆 堆 成 的 
图 案 跟 等 边 三 角形 的 关系 一 样 ， 所 以 把 20 称 为 是 第 四 个 角 锥 
数 。 试 用 # 去 表示 第 = 个 角 锥 数 ， 并 指出 它 在 巴 斯 卡 三 角形 
里 的 位 置 。 

3,40 你 可 以 接 另 一 种 方式 用 弹子 做 一 个 角色 堆 , 第 一 户 
有 他 个 弹子 ， 排 成 图 3,9 里 的 正方 形 ， 第 -- 层 是 (1) ?个 弹 
子 ， 然 后 是 Ce- 2) :个 弹子 ， 这 样 下 去 ， 最 后 只 有 一 个 弹子 在 
最 项 上 ， 这 个 堆 里 有 几 个 弹子 ? 


| 
-| || 


图 3.9 ”第 沽 个 正方 形 数 
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3.41 试用 街道 网 络 里 某 一 类 锯齿 状 道路 的 数目 去 解 释 

梁 积 
Cr rea) re) 

3.42 从 巴 斯 卡 三 角形 的 项 点 到 由 数 n( 街 段 总 数 ) 和 r( 右 
,- 下 方向 的 衡 段 数 ) 确 定 的 点 的 所 有 最 短 锯齿 状 道路 ,都 与 巴 斯 
下 三 角形 的 对 称 轴 ( 即 图 3,3 中 从 第 一 个 4 到 景 后 那个 4 的 联 
线 ) 交 于 同一 个 公共 点 ， 即 它们 共同 的 出 发 点 一 -项 点。 在 这 
些 道路 组 成 的 集合 中 ， 考 虑 所 有 与 对 称 轴 再 没有 虽 的 交点 的 
道路 组 成 的 于 集 ， 求 它们 的 数目 NN。 

为 了 摘 清 楚 问 题 的 意思 ， 考 虑 一 些 简单 的 特殊 情形 ， 

对 r= 05n， 二 On 但 数 ) 
有 N=1,1,0 

龟 法 只 要 考虑 r> 二 的 情形 就 行 了 。 这 就 是 说 ， 恕 
果 用 对 称 轴 去 平分 平面 ， 则 这 些 句 具 状 道路 公共 的 最 低 端点 
是 在 右 半 平 面 内 。 整 个 集合 内 有 (”) 条 道路 ， 我 们 把 它 分 
成 三 个 互 不 相交 的 子 集 : 

(1) 即 上 面 定义 的 那个 子 集 ， 我 们 要 找 它 的 元 素 个 狼 六 
集合 里 不 局 子 这 个 子 集 的 道路 除了 4 点 外 ， 跟 对 称 轴 还 有 别 
的 交点 。 

” (2 开始 的 第 一 街 了 是 左下 方向 街 攻 的 道路 。 这 种 道路 必 
然 要 在 某 个 地 方 与 对 称 轴 相 痰 ， 因 为 它 的 终点 在 另 一 个 半 平 


面 内 。 这 个 子 集 里 的 道路 数目 显然 是 (号 1 )。 
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《3) 既 不 阁 于 {1) 义 不 属于 (2)? 的 那些 道路 。 它 们 是 从 右 
下 方 的 竺 及 开始 的 ， 但 随即 在 某 处 与 对 砍 轴 相交 。 

证 明子 集 (2) 与 子 集 (3) 的 元 素 个 数 相等 图 3.10 给 出 了 
在 这 两 个 子 集 间 建立 一 一 对 应 的 关键 狂 提 示 ), 由 此 推出 


Pi 
N= a (7) 
pA A 
~ 
Ee ~ 2 
Pe ~ a \ 
” 、\ 2 、 
pd ~ < 2» 
< 入 ~ 
~ 7 \ < 
~ 网 Ne 、 
~ ’ AN AN 
> < > \ 
Pe \ -~ > 
< > < pe 
~ \ - 
~ Ea AN J 
Ne \” 
B B 
c Cc 
图 3.16 关 女 性 的 提示 男 3,11 关键 性 提示 的 易 一 形式 


3.43 ( 续 ) 证 明 从 顶点 到 第 条 基线 旦 与 对 称 轴 仅 仅 交 于 
顶点 的 最 短 铀 周 状 道路 数目 ， 当 n=2m 时 ， 等 于 (2 )， 而 当 


za= 2m+3 时 ， 则 等 于 2(27)。 
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当 ,44 三 项 式 系数 。 图 9。 ]2 是 由 下 列 两 全 条件 确 定 的 无 
限 三 角形 数值 类 的 一 部 分 。 


0 1 0 


0 1 4 1016 19 1 10 4 1 0 


0 1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1 0 
图 3,12 三 项 式 系 数 


(1) 这 界 条 件 。 每 一 条 水 平 线 或 “基线 ”( 在 8 3,6 里 也 
类 亿 地 上 用 过 这 个 词 ) 都 以 0 ，1 开始 ， 以 1 ，0 告终 。《 第 " 
条 基线 上 有 2n+3 个 数 ,因此 ， 除 了 边界 条 件 确 定 了 这 四 个 数 
已 外 ， 在 第 # 条 基线 上 还 有 2r - 1 数 没有 确定 ,这 里 的 *= 1， 
213.0% ) 
(2) 递归 公式 。 第 ”+1 条 基线 上 没有 确定 的 数 ， 都 等 于 
第 = 条 基线 上 三 个 数 一 一 西北 ， 正 北 和 东北 三 全 紧邻 一 -的 
和 ,，( 例 如 ， 45= 10+16+19)。 
试 求 第 七 条 基线 上 的 数 (其 中 除 三 个 外 ,都 可 被 7 整除 )。 
3.45 ( 续 ) 证 明 第 x 条 基线 上 从 1 开始 到 1 为止 的 数 都 是 
《1+%+x?)" 的 展开 式 中 x 方 矢 的 系数 (这 就 是 “三 项 式 系 数 "” 
名 称 的 由 来 )。 
3.46 ( 续 ) 试 解释 图 3.12 关 于 中 心 铬 垂 线 的 对 称 狂 。 
3,47 ( 续 ) 现 察 下 列 等 式 
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1+t1+l1 -8 
1+2+83+2+1=9 
1l1+8+6+7+6+3+1=27 


试 推广 并 证 明 。 
5.48 〈 续 ?观察 下 列 等 式 
1-1+1 =1 
1-2+8-2+1=1 
1-8+6-7+6-3+1=1 


试 推广 并 证 明 。 
5,49 ( 续 ) 注 意 到 和 数 


12 十 22 二 38 十 2 二 12 一 19 


是 一 个 三 项 式 系数 ， 试 推广 并 证 明 。 

3.50 〈 续 ;在 图 3.12 中 找 出 与 巴 斯 卡 三 角形 里 数字 完全 
相同 的 直线 。 

3.51 荣 卜 尼 兹 调和 三 角形 。 图 3.13 是 一 张 不 常见 的 奇 
好 的 数 玫 的 一 角 。 它 具有 的 某 些 性 质 ， 可 以 说 与 巴 斯 卡 三 角 
形 是 “对 比 模 掀 ? (analogous by contrast) 的 。 巴 斯 卡 三 
角形 由 整数 组 成 ， 而 菜 上 尼 兹 调和 三 角形 (所 能 刹 到 的 ) 是 由 
整数 的 例 数组 成 的 。 在 巴 斯 卡 三 角形 时， 每 个 数 是 它 的 西北 
紧邻 和 东北 紧邻 的 和 ， 而 在 某 下 尼 效 三 角形 里 ， 每 个 数 是 它 
的 西南 紧邻 和 东南 紧邻 的 和 ， 例 如 


1 1 


工 - 工 + 工 工 
4 12? 6 12 12 


1 1 
6 3 
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图 3,13 全 修 足 闪 亢 孔 三 角形 的 生 浙 


这 就 是 菜 上 尼 兹 三 角形 的 进 妇 公式 。 这 个 三 角形 也 有 一 个 这 
Wb 西北 边界 线 (第 0 条 道 ) 上 的 数 是 依次 的 正 整 数 的 倒 


数 ， 二， 小， 二 ，…( 巴 斯 卡 三 角形 的 边界 条 件 情况 不 尽 相 


同 ， 它 沿 着 整个 边界 一 -第 0 条 道 和 第 0 条 街 一 一 都 给 定 了 
值 ?。 册 给 定 的 边 值 出 发 ， 在 巴 斯 卡 三 角形 的 精 形 ,我 们 通过 
加 法 去 得 出 其 它 的 数 ， 而 在 且 前 这 种 情形 ， 我 们 是 通过 减法 
去 得 出 其 他 的 数 。 图 3， 13 里 那些 室 自 ， 藉 助 递归 公式 立即 便 
可 补 齐 ， 例 姐 
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试 利用 边界 条 件 和 递归 公式 ， 把 图 3.13 这 张 表 延 伸 到 整 


个 第 八条 基 组 。 
3.52 巴 斯 定 与 菜 下 尼 效 。 试 找 出 两 个 三 角形 对 应 数 之 


闻 的 关系 ， 并 证 明 它 。 
”3.53 证 明 *》 


上 
| 
十 


Il 


-= SI pI 

十 
S 

ssi- 

4 

Ea 

1 

十 

P= 

号 


1 


2 wl 
=- 


1 
307 6807 了 4 到 


。 名 


( 找 出 这 些 数 在 调和 三 角形 里 的 位 置 。》 
好.54 求 和 数 

1 
12* 30+ 60+105* 

并 予以 推广 (你 知道 一 个 类 似 的 问题 吗 ? ) 
+*3.55 求 下 列 级 数 的 和 


1 . - 二 Bs 
2 ZB 84 4B 

1 1 1 i 
T2391 Rad 45 a5 


1 1 1 
Tr SC TY Bdrtrtijria) 


9 ) 对 于 那些 没有 严格 的 无 穷 级 数 (极限 ， 政 复 ,…)} 概 念 的 读者 ,本 
题 以 及 下 面 与 它 类 似 的 某 些 题 ， 其 解法 不 要 求 准确 的 叙述 。 不 过 读者 
有 了 出 较 完整 的 知识 以 后 ， 应 当 把 准确 的 叙述 (多 数 情形 下 是 不 难 的 } 
雯 起 来 。 
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第 多 部 分 

这 一 部 分 的 某 些 题 与 习题 3.61 有 关 ， 另 一 些 题 与 习题 
3.70 有 关 。 

"3.56 固 级 数 。 数 < 的 干 进位 小 数 表示 3.14159…， 实 味 
上 是 一 个 “无 穷 级 数 > 。 


3+1( 击 ) + 1( 直 25) +9( 翅 ) 十 。 


把 而 黎 成 变量 *， 而 把 数字 


3 1, 4. 1, 5, 9» 
分 别 换 威 常数 系数 
Hos Gy Gs Ha Us 459 em 
便 得 到 一 个 寡 级 数 
(1)》 aotax+ta x + + 
我 们 在 这 里 不 玲 备 考虑 著 级 数 的 收敛 性 及 有 关 重 要 性 质 ， 只 
服 于 讨论 这 种 级 数 的 形式 运算 (见习 题 的 3.53 脚 注 )。 乘 宕 级 
数 以 常数 “， 得 
caot CGIY 寺 CaaX2 十 CO3XS + 
将 宕 级 数 (1) 与 另 一 宕 级 数 
(2) botbxtbsxs+h, x 十 
相 加 ,得 
ao tho) + (or rb)x+ (a +h) xX’ 
十 (as tba)x?+ 
而 两 个 峙 级 数 (1) 与 (2) 的 乘积 是 
opb (Gobi+GiBo)XTT (ode + aby tab :+e 
短 级 数 (1) 与 (2) 相 等 ， 当 且 仪 当 
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Go=bos Gl=bs 02= bs sn bn. 

我 们 把 多 项 式 也 看 成 是 一 个 短 级 数 ， 它 有 无 穷 多 个 系数 
为 零 ， 事实 上 ， 从 某 一 项 以 后 的 系数 都 是 零 。 例 如 ， 多 项 式 
3x- x? 可 以 看 成 是 宕 级 数 (1 的 特殊 情形 ， 其 中 

G0=0 G1=3, 02= 0 0s= -1; 且 当 n 之 4 了 时 ， 
gan=0 - 
请 验证 上 述 运算 法 则 对 多 项 式 都 成 立 。 
*3.57 求 乘 积 
(1 (LT 

*3,58 求 来 可 
《Ge tN 二 
中 "的 系数 。 

*3,59 习题 3.57 解 法 里 打开 的 缺口 ， 也 许可 用 来 考虑 级 
数 . 

1+%4 和 

工 十 2X 寺 3X2 + 4X + 
工 +3x+6X2 二 10x3 te 
1+4X 二 10X2 十 20x3 二 


你 知道 这 些 级 数 中 某 一 个 的 和 吗 ?你 能 找 册 其 他 级 数 的 和 吗 ? 
*3.60 用 另外 的 方法 证 明 习 题 3,37 的 结果 。 
*3.61 分 指数 与 负 指 数 的 二 项 式 定理 。 牛 顿 1676 年 10 月 
24 日 在 给 英国 皇家 协会 秘书 的 ~- 封 信里 ， 叙述 了 他 是 怎样 发 
现 (一 般 的 ) 一 项 式 定理 的 ， 他 等 这 封 信 征 为 了 回答 莱 下 尼 兹 
对 他 的 发 现 方法 提出 的 询问 :" 。 咎 屯 考 虑 了 某 些 曲线 下 的 面 


10) 参 看 J],R, Newman 的 《数学 进 界 》， 卷 1, PP ,519 一 524。 
135 


积 ,他 在 瓦 里 斯 (地 al1is) 关 于 捅 值 思 想 的 强烈 影响 于 ， 量 终 
得 到 了 一 个 猜测 ， 展开 式 


“1 4 ao-t) aa-1l)(a-2) ,3 ,.,. 
(1+x%) =1+ 丁 %+ a 十 下 2 人 十 


不 仅 对 正 整 赣 指 数 q 成 实 ， 而 且 对 分 指数 和 负 指 数 也 都 成 证 
事实 上 ， 对 一 切 @ 的 和 值 部 成 立 10 。 

牛 轰 对 他 的 猪 测 并 没有 给 出 形式 的 证 明 ， 他 宁肯 靠 例子 
和 类 比 去 说 明 它 。 我 们 可 以 说 ,他 作为 一 个 物理 学 察 * 是 用 " 实 
验 ? 和 “归纳 "去 研究 问题 的 。 为 了 弄 清 他 的 观点 ,我们 将 重 
温 牛 顿 做 过 的 某 些 步 又 ， 正 是 这 些 步 又 使 他 确信 这 一 猜测 是 
可 靠 的 。 下 面 为 了 倪 述 简单 起 见 ， 我 们 把 这 个 猜测 称 为 “ 狂 
测 N"。 

如 果 a 是 非 负 整 数 , 则 右边 的 级 数 里 ，x* :的 系数 为 零 ， 
而 所 有 后 面 那些 系数 也 都 等 于 穿 〈 由 于 分 子 里 出 现 的 因子 


零 ), 于 是 级 数 是 有 限 的 。 如 果 0 的 值 不 等 于 0 ,1 ,2，3 …， 


则 级 数 不 是 有 限 的 ， 而 一 直 要 到 无 穷 。 例 如 ， 对。 a= 十， 


经 过 仔细 计算 后 的 展开 式 为 


4 ddd) ds 
(1+%) =1+ TXT Te Ta 
1+ Lx Lx Lx dt 


2 8 16 128 
牛 瑟 并 没有 因为 出 现 无 穷 多 非 零 项 而 感到 烦恼 不 安 ， 因 


11) 当然 ,今天 我 们 知道 对 * 是 要 有 某 些 限制 的 、 不 过 我 们 这 里 不 
去 管 它 。 这 种 忽略 中 牛顿 当时 情况 是 一 致 的 ， 因 为 当年 还 没有 明确 的 
级 数 收 伊 性 的 定义 ， 而 这 样 做 也 符合 于 法 注 9)。 


136 


为 他 十 分 清 候 冠 级 数 和 | 进位 小 数 之 疗 的 类 比 ( 凡 习题 3,56， 
关于 这 一 点 ， 他 在 别 的 场合 曾 提 到 过 )， 某 些 十 进位 小 数 是 有 


展 的 〔 如 二 或 呈 ). 而 另 一 些 是 无 限 的 (如 二 或 二 ) ， 
上 述 (1+*) 的 级 数 成 立 吗 ?为 了 验证 这 一 点 ,牛顿 让 级 
数 自 乘 ， 结 果 应 当 是 


去 要 
(1+YX)》 (1+YX)》 ”= 工 十 区 


为 了 验算 这 个 等 式 ， 试 计算 级 数 乘积 (习题 3.56) 里 zx，， x*， 
2 和 x+ 的 系数 。 
*3.62 计算 级 数 


1 lr Sr .10. 
lr” B* tae” ~ 213* 


六 沪 的 天 法 式 中 ees 和 的 和 娄 。 此 娄 扩 玉 漳 沿用 虹 
(1+) 的 展开 式 ， 其 平方 应 当 是 (1 + x) 的 展开 式 ， 试 对 
以 验证 。 

"3.63 〈 续 ) 计 算 上 题 给 定 级 数 三 次 方 的 表达 式 中 xyx?， 
x* 和 x 的 系数 。 预 测 其 结果 ， 并 验算 你 的 预测 。 

* 3.64 按 猪 测 入 展开 (1+x)-!， 你 有 什么 评论 吗 ? 

3.65 推广 (7 ) 的 定义 范围 。 在 8 3.6 里 ， 我 们 已 经 对 非 
负 整数 * 和 r 在 满足 不 等 式 r<n 的 情形 下 定义 了 符号 ( 7 )， 我 


们 现在 推广 zx( 而 不 是 *， 和 参看 习题 3.1] ) 的 定义 范围 ， 我 们 令 


1 (*) = De r+1) 


其 中 x 是 任何 数 ，r =1,2，3，…。 由 这 个 定义 可 得 


PP 
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(IT) (六 ) 是 4 的 r 阶 多 项 式 ， r=0,1,2,35e"。 
CD (P=) 


《和 有) 如果,r 是 非 负 台数 ， 而 7->#, 则 (了 )= 0 。 

《本 ) 猜测 N 可 写成 如 下 形式 

Cr (0 er +) 

《1 ), (下 ?和 (CT ) 是 显然 的 ， 证 明 ( 工 )。 

*#3.66 推广 习题 3.64: 验 算 一 下 习题 3.59 的 结果 是 否 都 
符合 猜测 NN 。 

*3.67 把 我 们 已 经 用 过 三 次 (8§ 3,9, 习题 3.36 和 习题 
3.60) 的 那个 方法 再 用 一 次 ;假定 猜测 认 是 对 的 ,用 两 种 不 局 
的 方法 去 计算 展开 式 

(I4+X)(1 + 2) = (+) 3 
中 x 的 系数 。 

* 了.88 试 知 计 习题 3.67 的 结 果 ， 它 已 被 证 明了 吗 ? 是 
它 的 某 些 部 分 被 证 明了 吗 ? 右 其 他 的 办 法 证 明 吧 ? 如 果 我 们 
承认 了 它 ， 我 们 能 证 明 狂 测 六 吗 ? 折 或 能 证 明 狂 测 六 的 有 些 
部 分 ? 

“3.69 你 能 认 出 

(1 -4x)- 二 -1+2x 二 6x2 二 20xs 二 or 
中 的 系数 是 些 针 公 吗 ? 试 把 它 的 -~ 般 项 系数 用 熟悉 的 形式 
《 它 应 当 体现 系数 都 是 整数 这 一 事实 表示 出 来 。 
*3.70 待定 系数 法 。 把 两 个 给 定 寡 级 数 的 商 展 成 袁 级 数 。 
我 们 要 把 变量 x 的 两 个 震级 数 的 高 
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bo 十 bix 十 Bax 上 + 十 Daxe + ee 
oF oN Ga Xi td GN 
展 成 守 级 数 ， 这 里 系数 coya; ,ca，…:5o515Bp:，… 是 给 定 的 
数 ， 假 定 co* 0 《虽然 我 们 在 开始 的 题目 简短 叙述 里 并 没有 
提 到 这 一 假设 ， 但 它 却 是 至 关 重 要 的 )。 
我 们 应 当 把 给 定 的 商 表示 成 下 列 形式 ; 
botbyx+ bX? + 
GyotorT+ta Xi +t 


系数 4 :4154s ，… 只 是 引进 来 了 ， 暂 时 还 是 不 确定 的 (这 就 是 
为 什么 给 这 个 方法 起 名 叫 行 定 系数 法 的 原因 ) ， 不 过 我 们 希 
望 最 终 能 把 它们 定 出 来 。 事 实 上 ， 确 定 它们 就 是 本 题 的 任 
务 ， 所 以 系数 wo yui ,us ，… 是 我 们 这 个 问题 里 的 未 知 量 (这 里 
有 无 穷 多 个 米 知 量 )。 

把 这 三 个 时 级 煞 (其 中 两 个 给 定 ， 一 个 是 要 求 的 ) 之 间 的 
关系 用 下 列 形式 重新 写 出 来 


{Go taXt AN ) (Uo +t HX+uN + ) 


= ge 十 让 区 十 下 2X2 te 


一 bo 二 DY 十 下 YX2 te 
便 发 现 情况 变 得 比较 熟悉 了 (习题 .56) :由 等 式 两 边 x 同方 宪 
的 系数 相等 ， 便 得 到 一 个 方程 组 : 


aa =6 
ito = aou =bi 
Goado + G1, + ous =bs 


gauo i dll + gus + Cols = bs 


这 个 方程 组 属于 一 个 我 们 所 已 熟悉 的 模型 ; 它 是 递归 的 ， 
也 就 是 说 ， 它 可 以 用 递归 的 方法 解 出 来 。 从 第 一 个 方程 里 ， 
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可 以 解 出 第 一 个 米 知 量 wo， 当 我 们 解 得 #6 yui io-: 和 zi 以 

后 ， 由 尚未 用 过 的 下 一 个 方程 便 可 雇 解 出 下 一 个 未 知 量 sn。 
试用 6 561 92 943 ba sb 5; ,和 bs 去 宕 未 40 :4 4s 和 4#s。 
《上 面 这 个 解法 可 以 当 作 一 个 有 用 的 模型 。 注 意 它 的 典 

型 步骤 是 ， 
我 们 把 竺 级 数 的 系数 作为 未 知 量 ; 


比较 短 级 数 关系 式 两 边 同一 方 露 的 系数 ， 从 而 导出 方程 
组 ， 


用 递归 方法 去 计算 林 知 最 。 
这 些 步 又 便 刻 划 了 “待定 系数 法 ”这 个 模型 或 方法 。 由 
它 导 出 那些 最 重要 最 有 用 的 方程 组 可 以 用 递归 方法 解 出 。》 
*3.71 考虑 方 蹇 的 乘积 
oorarapap。 


中 
定义 
Gi +t okt Bt Pm 是 阶 数 ， 
Ci 十 又 + ok 是 的 阶 数 ， 
Br 着 58 的 阶 数 ， 


fail+yai+Raa+lp+mpn 是 权 。 
当然 ， 上 面 的 定义 对 任意 多 个 e 和 8 都 可 以 用 ， 并 不 一 定 
非 要 三 个 和 两 个 5。 
试 观察 在 解 习题 3,70 中 得 到 的 关于 wo .4:，#, 和 4s 的 下 
达 式 ， 并 说 明 观 察 到 的 规律 性 。 
“3.72 试 将 商 
bo thr bX 十 可 WP 十 


工 十 % 十 X2 +t 二 十 
展开 (结果 很 条 单 -你 月 用 上 它 双 ? ) ) 
140 


*3.73 试 将 商 


bo 一 自称 十 下 2 和 2 二 二 bz 十 


1-x 
展开 (结果 很 简单 一 一 你 能 用 上 它 吗 ? ) 
*3.74 域 将 商 
EX EM 
1+3+ 


+is*10 + + anTi)y 
XX XW? EB 
lat tt tarot 
展开 ( 先 算出 前 儿 项 ， 然 后 试 着 去 猜 出 一 般 项 。) 
“3.75 堆 级 数 的 过。 给 定 一 个 函数 的 笠 级 数 ， 试 求 它 的 
肥 函 数 的 咕 级 数 。 
换 句 话说 就 是 ， 给 定 % 按 ? 方 宪 的 展开 式 ， 求 ? 按 % 方 宪 
的 展开 式 。 
更 确切 地 说 ,给 定 
XENYTEY tt ny 
假定 9, 丰 0 ， 求 展开 式 
= 
按照 习题 3.70 的 寞 型， 在 给 定 x 按 ? 方 每 的 展开 式 中 ， 以 
> 的 署 级 数 (要 求 的 ) 代 进去 得 ; 


WU N+ + UaXs 二) 


+ G2 (WX HLH + 
+ ostx +) 
十 
我 们 让 关系 区 黄 边 x 癌 方 等 的 系数 相等 ， 便 得 到 xu ，t yts， 
… 的 一 个 方程 组 : 


1 =0t 
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0 =Qu + 0 


0 = 8s + 90 + Gaul 


这 样 得 到 的 方程 组 旺 进 的 ( 虽 然 不 尼 组 性 的 )。 
试用 91 ，9: ，93，94 和 和 as 去 表示 #1 ，#,，43，W4 和 和 ts。 
"3.76 检验 在 解 习题 3.75 中 得 到 的 表达 式 的 阶 数 和 权 。 
“5.77 给 定 
X= 
试 把 » 按 % 的 方 睡 展开 。( 结 果 很 简单 一 一 你 能 用 上 它 吗 ? 》 
3.78 给 定 
4X= 2 一 3 十 4373 一 53 4 十 
试 把 y 按 x 的 方 寡 展开 ( 试 猿 出 一 般 项 的 形式 ， 并 予以 说 明 。) 
“.79 给 定 


X= y+OY 
试 把 y 按 x 的 方 守 展开 。 其 结果 可 用 来 把 习题 3.75 里 考 感 的 
一 般 情形 氢 述 得 更 明确 。) 


“3.80 给 定 
4 tt 四 te 
试 把 ? 按 x 的 方 里 展开 。 
*3,81 向 分 方程 。 把 满足 微分 方程 
wy 
和 初始 条 伟 
当 x=0 时 ，y= 工 
的 函数 y 按 x 的 方 守 展 开 。 
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按照 习题 3,70 的 模型 ， 我 们 令 
六 二 
系数 to ,41 ,4 yua，… 是 需要 确定 的 。 将 》 代入 微分 方程 即 得 
的 十 22 区 十 Stk3 和 2 十 4 和 十 
三 韦 二 280 区 十 《269a 十 起 十 1)%2 寺 me 
比较 关系 式 两 边 同方 守 的 系数 ， 可 得 下 列 方程 组 。 
DE 
2 = 2u0H, 
34a = 2bo82 十 统 寺 1 
ds 一 28o8s + 25182 
因为 由 初始 条 件 可 得 
uo=1 
所 以 岂 这 个 方程 组 ， 可 用 递归 方法 求 出 4 ，#。，#s，…。 计 
算 #, 、w,，4s 和 4 的 数值 。 
〈 象 我 们 上 面 例 示 前 那样 ,用 待定 系数 法 解 微分 方程 ， 无 
论 是 在 理论 上 还 是 在 实践 上 都 有 很 大 的 重要 性 。) 
"3,82 ( 续 ) 证 明 当 # 之 3 时 ， #4:>> 1。 
"3.83 把 满足 微分 方程 


js 
Ee 
和 初始 条 件 
0 1， 入 -0 
的 函数 > 按 * 的 方 等 展开 。 
“3,84 求 函 数 
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《人 1- Tx) xl9) 45) 
(1 
的 筹 级 数 展 开 式 中 x1 "的 系数 。 

这 里 为 了 解 这 个 问题 ,我 们 先 把 问题 略 加 拓 广 ,然后 找 出 
方法 去 计算 所 考虑 的 展开 式 中 的 般 项 x* 的 系数 。 我 们 的 步 
颈 是 逐步 地 先 考虑 一 些 获 含 于 所 提问 题 里 的 更 为 简单 的 类 似 
的 问题 ,具体 地 说 , 即 引进 若 千 个 “待定 系数 ”的 震级 数 。 令 

(1- x) t= Ao + ALxX+ A xX: TXT 二 

(1- xX) 11- x) t= Bo + Bx+ Bo x+ Bx: +e 

(1- siE- X31 X10) -1 = C+C Xr C+ 

C1 OT Yl 

=Do+ +tDIxX+. 
最 后 
(1- X13 WSI LT IE XS) 1 X30) 
=EotEx! Ex + .+ Er te. 

在 这 套 符号 下 ， 我 们 的 问题 就 是 求 ,6。。 现在 引进 了 无 穷 
多 个 新 的 未 知 量 去 代 符 原来 的 一 个 未 知 量 书 ,。。 :我 们 要 去 找 
An,，Br,， Ce， DD 和 En， n=0,，1，2，3,…。 当 然 其 
中 有 些 是 已 知 的 或 是 显然 的 

4=4= 如 =…=4= 

召 。= Co= 卫 。= 巨 = 工 
此 外 ， 引 进 的 这 些 未 知 量 不 是 彼此 无 关 的 ， 

4 二 YX 
=(Bo+rBxtBx+r)(1l- 2%5) 
检查 两 端的 系数 ， 可 得 
如 = 有 -DB 
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再 找 出 类 但 的 关系 式 ， 从 而 找 出 联系 已 知 时 和 ,oo 的 那些 
中 间 量 ， 景 后 就 可 以 把 164 的 值 算 出 来 。 
+3.85 求 函数 7= x7!1nx 的 5 阶 导数 y) 。 
直接 通过 微分 和 代数 运算 可 得 
= 
= 2x Slnx— 3%°+ 
y= 6x tlnxt+1lx 
总 结 一 下 这 些 ( 或 更 多 的 ) 已 得 的 情形 ， 我 们 可 以 猜想 所 求 的 
z 阶 导数 形式 为 
y= ln xt (1)" CN! 
其 中 C- 是 一 个 依赖 于 n (但 不 依 驼 于 x) 的 整数 。 证 明 这 个 结 
论 ， 并 用 +s 去 表示 Cs。 
“5.86 求 
1 +2X + IX tn 
的 简单 表达 式 (你 知道 一 个 有 关 的 问题 吗 ? 你 能 用 它 的 结果 
或 方法 吗 ? ) 
*3,87 求 
1 + dX+ T+ 


的 简单 表达 式 〈 你 知道 -- 个 有 关 的 问题 吗 ? 你 能 用 它 的 结果 


或 方法 吗 ? ) 
3.88 〈 续 ) 推 广 。 
3.89 给 定 
La 
Sr ormtisp 
#51，2，3，…，Q 丰 有 ,证明 


Ga(n+t a)- ol+B) 
di +a tasteto= a 


3,90 求 
pb + 上 2 p+1 bp p+l p+2 


g 9 qtl "gqg gt+1l q+2 


+ .bil p+2. ptnml_ 
g 9+l gqg+2 qi+n—1i 


3.,91 关于 数 r。 考 虑 单位 圆 (半径 = 了, 作 它 的 外 切 和 
内 接 正 ? 边 形 , 令 C,( 外 切 )T( 内 接 ) 分 别 表示 这 两 个 多 边 形 的 
周 长 。 

引进 下 列 缩 写 符号 


b -一 
“Ala,b), VB =G(oj6) ,es = Ha.b) 


(分 别 表示 算 平均 值 ， 几 何平 均值 和 调和 平均 值 ) 
(1) 求 Cs, 了 Co, Too 
《2) 证 明 
Can= HC,, 1), Jans Gs, Con) 
《这 样 ， 从 Ce，Ts 遇 发 ， 就 可 以 用 递归 方法 算出 数 的 序 
到 : 


CesTeoCiss Tos Cors TarCras day” 
以 至 任意 多 项 ， 这 样 我 们 就 可 以 把 z 夹 在 两 个 数 之 间 ， 而 这 
两 个 数 的 差 是 可 以 任意 小 的 。 阿 基 米 德 计算 了 这 个 数 的 前 十 
个 数 ， 也 就 是 说 ， 一 直 算 到 正 96 边 形 ， 他 发 现 了 
3 如 <a< 二 

参见 T.L,Heath《 阿 基 米 德 论文 集 》，pp,91 一 98。) 

3.92 更 多 的 问题 。 设 计 一 些 与 本 章 记 提 的 问题 〈 特 蜀 
是 那些 你 能 解 的 问题 ) 类 做 但 又 与 它们 不 局 的 问题 。 
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第 四 总 全 加 


#4。1 播 值 法 
在 叙述 我 们 下 面 韵 问题 之 前 ， 我 们 先 讲 以 下 几 点 。 
(1) 给 定 * 个 不 同 的 横 坐 标 


1 
和 ”个 对 应 的 纵 坐 标 

Fis Yas Vas rs Ye 
这 就 给 出 了 平面 上 个 不 同 的 点 


Ky Fi) Ka ya), Kas Ya), 1 (Xa, yn) 
我 们 要 找 一 个 函数 1(x), 使 得 它 在 给 定 横 坐标 处 的 值 刚 好 就 
是 对 应 的 纵 坐 标 ; 
Of) if (2) = yo sf (x8) = ya sf Nn) = ys 
换言之 ,就 是 要 找 一 条 方程 为 y= f(x) 的 曲线 ， 使 它 怡 好 通 
过 上 面 给 出 的 那 * 个 点 。 见 图 4.1。 这 就 是 所 谓 插值 的 问题 。 
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让 我 们 探讨 一 下 这 个 问题 的 背景 ， 这 样 可 以 提高 我 们 对 它 的 
兴趣 ， 从 而 增加 我 们 解决 问题 的 可 能 性 。 

《2) 当 我 们 在 考虑 一 个 量 ”依赖 于 另 一 个 量 z 的 时 候 ， 
就 可 能 会 出 现 插 值 问题 。 让 我 们 考虑 一 个 具体 的 例子 ， 设 x 
表示 温度 ， 而 表示 等 讨 下 一 根 均 匀 金 属 禄 的 长 度 。 金属 村 
在 任何 温度 * 下 都 有 一 个 确定 的 长 度 y 与 之 对 应 ， 这 就 是 我 们 
所 说 的 y 依 豆 于 *， 或 ?是 x 的 函数 ， 记 为 ?= 了 (x)。 物理 学 
家 在 实地 研究 ?对 x 的 依赖 时 ， 是 把 金属 棒 置 于 不 同 的 温度 ， 

KI Kp Kay Nn 
之 下 ， 并 对 每 一 温度 测 得 金属 檬 的 长 度 ， 设 它们 分 别 为 
Fi Vas Faery Yn 
当然 ， 物 理学 家 也 很 想 知道 在 那些 他 还 不 曾 有 机 会 观察 到 的 
温度 x 下 金属 棒 的 长 度 ? 是 多 少 。 也 就 是 说 ， 物 理 学 家 想 在 
这 5 次 观察 的 基础 上 知道 函数 》= f(x) 在 整个 自 变 量 x 变化 
范围 内 的 变化 情况 一 一 这 样 他 就 提出 了 一 个 搬 值 的 问题 。 

《3) 让 我 们 在 这 里 插 上 一 句 ， 实 际 上 物理 学 家 的 癌 题 是 
比较 复杂 的 。 他 所 测 得 的 值 Y: ，Y1，zs，Y2，…sXs，ys 并 
不 可 能 是 所 要 测 的 量 的 “真正 的 值 ” ， 美 为 测量 不 可 避免 前 
会 有 误差 。 所 以 它 的 曲线 不 必 通 过 测 得 的 这 些 点 ， 而 只 要 很 
靠近 这 些 点 就 行 了 。 . 

此 外 ， 在 通常 情况 下 我 们 还 桔 区 别 下 面 两 种 情形 ， 即 那 
个 未 曾 观 察 的 模 坐 标 x( 物 理学 家 想 村 知道 对 应 于 它 的 织 坐标 
2 ) 是 在 两 头 两 个 观察 值 ( 即 图 4,1 的 *, 和 %*") 的 区 间 内 ， 或 在 
这 个 区 间 外 ， 前 一 种 情形 ,我 们 称 之 为 内 格 ,而 后 一 种 情形 ， 
称 为 站 桥 ( 一 般 我 们 认为 内 捅 较 外 插 更 为 可 靠 。》 

不 过 ， 证 我 们 暂时 先 别管 这 个 区 别 以 及 这 一 小段 提 到 的 
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草 的 狂 些 话 、 还 是 言 归 正 传 ， 同 到 (1) 和 (2) 的 主题 去 。 

(4) 第 (1) 段 里 提出 的 问题 是 非常 不 确定 的 : 二 为 通过 
几 个 给 定点 的 曲线 可 以 有 无 穷 多 条 。 物 理学 家 单 赁 他 那 几 次 
观察 数据 本 身 ， 无 法 去 确定 这 些 曲 线 里 的 那 一 条 比 其 他 各 条 
更 合适 。 因 此 邵 果 物 理学 家 决定 要 画 一 条 曲线 ， 除 了 他 的 几 
次 蚤 察 外 ， 他 必须 还 要 有 一 些 理由 才 行 -一 是 些 什么 理由 
呢 ? 

这 样 ， 关 于 插值 的 问题 便 引 出 了 一 个 更 一 般 的 问题 (这 
使 它 变 得 更 加 有 意思 了 )， 是 付 么 提供 了 ,或 证 明了 由 已 知 观 
察 数据 和 忆 想 背 其 到 一 种 数学 表示 式 的 过 滤 呢 ? 这 是 一 个 重 
要 的 哲学 问题 一 然而 ， 它 并 不 是 那 种 能 有 因 满 解答 的 重要 
上 暂 学 河 题 ， 所 以 我 们 还 是 转 疝 播 值 问题 的 别 的 方面 吧 、 

(5) 我 们 很 自然 地 把 第 (I) 眉 里 提出 的 问题 转换 成 去 找 
出 一 条 过 ?个 给 定点 的 最 苟 单 的 曲线 。 可 是 ， 这 样 一 变 ， 问 
题 不 但 还 是 不 确定 的 ， 反 而 更 含糊 了 。 因 为 所 谓 “ 简 昔 ”是 
很 礁 有 客观 标准 的 ， 每 个 人 都 可 以 根据 自己 的 嗜好 、 立 场 、 
背景 、 思 想 和 习惯 去 判断 什么 是 “简单 ”。 

不 过 ， 在 我 们 现在 这 个 问题 里 却 可 以 给 出 “简单 ”的 一 
种 解释 ， 它 是 大 家 能 够 接受 的 ， 并 且 末 由 此 导出 一 个 确定 的 
有 用 的 数学 公式 。 首先， 我 们 认为 加 法 、 减 法 和 乘法 是 最 简 
单 的 和 运算。 其次， 我 们 认为 函数 值 可 以 通过 最 简单 的 运算 去 
计算 的 函数 是 最 简单 的 函数 。 基 于 这 样 两 个 观点 ， 我 们 必然 
认为 多 项 式 是 最 简单 的 函数 。 多 项 式 的 一 般 形 状 是 

Go toxXt aX ot 
其 画 数值 可 以 由 给 定 的 系数 zuyai ，a: ，…,0, 和 和 变量 x 的 什 
通过 三 种 最 简单 的 运算 计算 出 来 。 如 果 我 们 假定 ss 0 ， 则 
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多 项 式 是 # 阶 的 。 

最 后 ， 对 于 两 个 不 同 阶 数 的 多 项 式 ， 我 们 认为 阶 数 低 的 
那 一 个 更 简单 些 。 如 果 我 们 按照 这 样 的 观点 ， 那 末 求 通 过 上 
个 定点 的 最 简单 的 曲线 的 问题 就 变 成 一 个 确切 的 问题 ， 即 乡 
项 式 桂 值 问题 ， 我 们 可 以 将 它 陈述 如 下 ; 

给 定 4 个 不 同 的 数 X 1 和 % Xs， 和 另外 #8 个 数 1 2 
Jay 求 一 个 阶 数 最 低 的 多 项 式 jx2)， 它 满足 下 列 8# 个 条 件 ， 

FX)= 9 fx) = yas sf Ko) = 加 


§4.2 一 个 特殊 情形 

如 果 我 们 对 所 提 的 问题 还 束手无策 ， 那 末 不 妨 改 变 一 下 
数据 试 试 。 比 方 说 ， 我 们 可 以 让 某 一 个 给 定 的 纵 坐 持 王 定 ， 
而 让 其 余 的 减 小 ， 这 样 我 们 就 能 发 现 一 个 特殊 情话 ， 它 他 乎 
比较 好 处 理 一 些 。 我 们 不 必 限 制 模 坐标 ， 可 以 假定 横 坐 标 是 
任意 "个 不 同 的 数 

2 
但 选 一 组 特别 简单 的 纵 坐 标 ， 它 们 分 别 是， 
0, 1, 0, ,0 

《这 就 是 说 ， 除 了 对 应 于 横 坐 标 x 的 纵 坐 标 等 于 1 外 ， 其 余 
的 纵 坐 标 都 等 于 0 ， 见 图 4.2》 


图 4.2 一 个 特殊 情形 
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根据 多 项 式 的 一 条 有 趣 的 性 质 ， 在 m- 1 个 给 定点 上 取 人 
为 0 的 多 项 式 ( 即 有 #- I 个 不 同 的 恨 x， ，xs ，x4，…，%o) 一 
定 能 被 下 列 # -1 个 因子 整除 

Esk UE 和 一 4 和 一 和 
因此 也 一 定 能 被 这 # -1 个 因子 的 乘积 整除 ， 因 而 它 至 少 是 
# 一 了 阶 的 。 如 果 多 项 式 的 院 妆 过 到 了 最 低 的 下 能 的 内 各 1, 
则 它 的 形状 必定 是 
f(x) = CC XX A Ka) Xn) 
其 中 C 是 某 个 常数 。 . 

我 们 已 经 用 了 全 部 数据 吗 ? 没有 ， 对 应 于 机 坐标 2 的 纵 
华 标 1 还 没有 用 到 ， 把 它 也 考 趾 进来 ， 便 得 

fx1)= CR — XK ~ Ks) (Ka ~ KN hn) =1 
从 这 个 方程 里 可 算得 C, 把 算得 的 C 值 代 进 /(x) 的 表达 式 ， 便 
得 . 

(x RF RR RK) 
(Xs — LINK XN Xe) Ns Xs) 


量 然 ， 这 个 多 项 式 在 所 有 给 定 的 横 华 标 处 都 取 所 要 求 的 值 。 
至 此 ,我 们 已 经 成 功 地 和 解决 了 特 弥 情形 下 的 多 项 式 插 信 问题 。 


fx)= 


8 4.3 组 合 特殊 情形 以 得 出 一 般 情 形 的 解 

我 们 有 替 碰见 了 这 样 一 个 易于 处 理 的 特殊 情形 。 为 了 保 
住 这 一 座 运 ， 我 们 现在 应 当 考 虑 怎样 去 充分 利用 所 得 到 的 
解 。 

稍稍 改变 一 下 所 得 到 的 解 ， 我 们 便 可 处 理 一 个 路 微 推广 
了 的 特殊 情形 ， 对 于 给 定 的 横 坐 标 


Xly Nas Kes rs Xn 


15] 


我 们 让 对 应 的 纵 坐 标 分 别 是 
0，22，0，… 0 


用 罗 这 个 因子 去 采 8 4.2 得 到 的 表达 式 

y (KK) KN KN) No Xo) 
_ ? (Ke ~ HX ~ Xa) (Ky ~ Xe) (Xs — Ke) 
我 们 就 可 以 得 出 取 上 述 那些 数值 的 多 项 式 。 


在 这 个 表达 式 中 ， 横 坐标 x: 眼 其 他 那些 模 坐 标 不 一 禅 ， 
它 扮 演 了 一 个 特别 的 角色 ， 但 是 x: 本 身 并 没有 什么 特 多 之 
处 ， 我 们 也 可 以 让 别 的 横 坐 标 来 扮演 它 的 角色 。 这 样 ， 如 果 
对 于 横 上 坐标 
Wily Kas Ka Ke 

我 们 让 相应 的 纵 坐 标 取 下 列 z 行 中 的 任意 一 行 
yi 0，0，…，0 
0，ya，0，…，0 


0, 0, 0, 2 Yn 

那 末 就 可 以 写 出 一 个 "- 1 阶 多 项 式 的 表达 式 ， 使 得 它 在 相应 
的 可 坐标 处 取 的 值 就 是 这 一 行规 定 的 值 。 

上 面 我 们 概述 了 问题 在 " 种 不 同 特殊 情形 下 的 解法 。 你 

能 把 它们 组 合 起 来 去 得 出 一 般 情形 的 解 吗 ? 这 当然 是 能 做 到 
的 ， 把 前 面 得 到 的 那 * 个 表达 式 加 起 来 : 


ND) st 


(wn) 


(MX 一 NE 
0X1 一 Xn) 


YY wh rs = wa) (a ej. 
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+y (KKK KK XI) (XX) 
(xs 一 Ks ~ Xa) (Xs Xe) (Xa — Kn) 


yo EET Fa) 
(Kn— WLCXn 一 %2 (Ya 一 Ke 
结果 便 得 到 一 个 阶 数 不 超过 n - 1 的 多 项 式 ， 它 满足 条 件 
(xi) = yy f=1, 2, 3, i 
这 一 点 由 f (x) 表达 式 的 结构 , 便 可 以 一 眼看 出 来 。 
《还 有 什么 问题 吗 ? ) 


3 4.4 数学 模型 - 

插值 问题 的 上 述 解 法 ， 是 拉 格 朗 日 ”提出 来 的 ， 它 可 以 
发 展 成 为 一 个 重要 的 一 般 方法 。 你 以 前 曾 见 过 这 种 方法 吗 ? 

《1) 可 能 读者 熟悉 (或 是 通过 上 面 讨论 归 忆 起 来 ) 通 常平 
面 几 箱 里 一 条 熟知 的 定理 ，“ 在 一 圆 中 ， 一 弧 所 对 的 图 心 角 
等 于 它 所 对 的 圆周 角 的 二 倍 ” 的 证 明 (在 图 4.3 与 4.4 中 ,这 段 
弧 是 用 双 线 表示 的 ), 它 是 建立 在 两 次 观察 上 分 两 步 完 成 的 ， 
参考 欧 几 里 得 原本 第 三 卷 命题 20。 

(2) 下 面 是 一 个 容易 处 理 的 特殊 情形 ， 图 周 角 的 一 条 边 
是 直径 , 见 图 4.3。 这 时 圆心 角 % 显 然 等 于 一 个 等 腰 三 角形 的 
两 个 角 的 和 ， 这 两 个 角 彼 此 相等 ， 机 且 其 中 一 个 就 是 圆周 角 
。 这 样 就 对 立 4,3 这 个 特殊 情 形 证 明了 所 要 的 结论 


«=28 
(3) 下 面 加 到 一 般 的 情形 ， 这 时 我 们 可 以 通过 回 周 角 的 
de Lagrange 1736 一 1813)， 18 世纪 车 各 的 法 辐 天 文学 
家 和 数学 家 。 
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图 4,3 一 个 特殊 情形 
不 点 画 上 一 条 直径 (图 4,4 里 的 虚线 ) ,于 是 在 图 形 里 重出 现 了 
两 次 特殊 情形 ， 设 等 式 ， 
“a=2p’, a” = 2 
分 别 对 应 这 两 个 特殊 情形 ( 见 图 4.3)， 它 们 是 根据 第 (2) 段 里 
的 考 寺 建立 起 来 的 。 定 理 里 的 图 心 角 x 和 图 周 角 P 按 照 图 4.4 
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“里 的 两 种 不 同情 形 可 以 表 成 两 个 角 的 和 或 差 

a=a/+as, P= pf’'+B" 或 =0'-ar, B=p’- B" 
现在 把 前 面 已 经 建立 起 来 的 那 两 个 等 式 相 加 或 相 注 使 分 间 得 
到 

a’+ar=2(p’+p"), a’- or=2(8!-p’) 
这 就 证 明了 定理 最 一 般 的 情形 
a=28 

(4) 现在 让 我 们 来 比较 一 下 本 章 讨论 过 的 这 两 个 问题 ， 
一 个 是 34.1，4,2 和 4,3 钼 理 的 代数 里 的 求解 的 问题 ， 另 一 
个 是 本 节 第 (1).(2) 和 (3) 段 处 理 的 平面 儿 何 里 求证 的 问题 * 
虽然 这 两 个 问题 在 很 多 方面 过 然 不 同 ， 但 它们 的 解法 却 表明 
了 同一 个 模型 。 在 这 两 个 例子 里 ,结果 都 是 经 过 两 步 得 到 的 。 

首先 ， 我 们 找到 一 个 易于 处 理 的 特殊 情形 ， 并 且 给 出 了 
一 个 完全 适合 于 这 个 特殊 情形 也 仅 限于 这 个 特殊 情形 ) 的 
解 。 见 8》4.2 及 本 节 第 (2) 段 ， 图 4.2 和 4.3。 

其 次 ， 把 可 以 求解 的 车 干 个 特 球 情形 组 合 起 来 ， 便 得 到 
完整 的 、 没 有 任何 限制 的 、 通 用 于 一 般 情形 的 解 ， 见 § 4.3 
和 本 节 第 (3) 段 。 

让 我 们 用 下 面 两 段 话 来 强调 一 下 这 个 模型 的 特点 。 

第 一 步 先 处 理 一 个 特殊 情形 ， 它 不 仅 特别 容易 解决 ， 而 
且 还 特别 有 前， 我 们 可 以 恰当 地 把 它 称 之 为 导 引 竺 款 ， 因 为 
它 可 以 把 我 们 引导 到 一 般 问 题 的 解法 2 。 

第 二 步 是 用 革 种 特定 的 代数 运算 把 一 些 特殊 情形 组 合 起 
来 。 在 84.3 里 ， 让 几 个 特殊 情形 的 解 在 乘 以 给 定 的 常数 后 


1 MPR， 卷 IT，P,24 习 题 7，8，9。 
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加 起 来 便 得 到 一 般 情形 的 解 。 在 本 市 第 (3) 段 ， 将 特殊 情形 
里 得 到 的 等 式 相 加 或 栖 减 从 而 得 出 一 般 情 形 定理 的 证 明 。 我 
们 把 $ 4.3 时 所 用 的 代数 运算 [ 它 较 之 第 (3) 段 所 用 运算 更 广 
一 些 ] 称 为 线性 经 会 或 登 如 (关于 这 个 概念 的 更 多 阐述 见习 题 
4.11)。 “ 

我 们 可 以 用 上 硬 引 进 的 词句 来 概括 我 们 的 模型 ， 从 一 个 
导 引 特 款 出 发 ， 利 用 特殊 情形 的 亚 加 去 得 出 一 般 问题 的 解 。 

下 面 习题 中 提 到 的 其 他 注 记 和 更 多 的 例子 ， 可 以 使 你 对 
上 面前 福 括 有 更 次 的 理 饼 ， 你 也 许 还 郁 突 破 这 一 概括 的 腿 
制 ， 把 模型 扩充 到 更 广 的 范围 中 去 。 


第 四 章 的 习题 与 评注 


第 一 部 分 

4.1 在 证 明 楼 欠 的 体积 等 于 B64/3 时 (其 中 是 楼 锥 的 
席 ，4 是 它 的 高 )， 我 们 可 以 把 四 面体 ( 底 为 三 角形 的 梳 俊 ) 的 
情形 看 作 吓 一 个 导 引 特 款 ， 然 后 利用 受 加 。 具 体 怎样 做 呢 ? 

4.2 如 果 /(z) 是 一 个 4 阶 多 项 式 ， 出 存在 &+ 1 阶 的 多 项 
式 F (x) 使 得 

FOD ~ H+ FO + + FO) = Fn) 

对 一 切 n= 1，2，3，… 都 成 立 。 

为 了 证 明 这 个 定 再 ,我 们 可 以 把 习题 的 3 .3 前 绪 果 当 作 是 
导 引 特 均 ， 然 后 利用 枉 加 。 具 体 怎 样 做 呢 ? 

4.5 《 续 ) 还 有 另外 一 种 方法 ;我 们 也 可 以 把 习题 3.34 当 
作 导 引 特 款 ， 利 用 又 加 得 出 此 定 丙 的 一 个 不 同 证 法 。 具 体 怎 
样 做 呢 ? 

4.4 给 定 系数 06，a1，0s，…，0k， 求 数 b。，61，62， 
…，6s 使 得 方程 


GoXh OLXtl + 


是 zx 的 恒等式 (符号 与 习题 3.65 则 )。 

证 明 这 个 问题 有 唯一 解 。 

4.5 运用 习题 4.3 的 方法 ， 重 新 推导 8 3,3 里 S。 的 表达 
式 。 . 
4.6 运用 习题 4.3 的 结论 (习题 4,2 级 述 的 定 理 ) 对 于 
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8 3.3 里 Ss 的 表达 式 给 出 一 个 新 的 推导 。 
4,7 对 习题 3,3 里 的 问题 ， 习 题 4.3 能 得 出 全 么 续 果 ? 
4,8 8 4,1 里 的 一 个 问题 ，n=2 前 特殊 情形 是 什么 ? 当 
只 给 定 两 个 点 时 ,我 们 自然 说 透 过 它们 的 最 简单 的 曲线 是 家 
线 ， 它 是 唯一 确定 的 。 这 曝 我 们 在 8$ 4.1(5) 中 最 终 采取 的 观 
点 一 致 下 ? 
4.9 §4,2 里 的 一 个 问题 ; 
- »=0 $=1,， 2,， 
即 一 切 给 定 的 织 举 标 均 为 0 的 特殊 情形 是 什么 ? 
4.10 § 4.3 里 的 一 个 问题 ; 所 得 多 项 式 f (x) 浦 足 一 切 条 
件 的 分 款 吗 ? 它 的 阶 数 是 最 低 的 吗 ? 
4,11 线性 组 合 或 亚 加 设 
Vis Vas Vas os Vs 
是 wn 个 具有 某 种 明确 的 性 质 的 数学 对 象 ( 属 于 某 个 确切 定 义 
的 集合 )， 并 且 它 们 与 任意 4 个 数 
CC29 059 9 Cn 
组 成 的 线性 组 合 
Ci 了 ea 了 2 二 Ca 了 十 六 十 Ce 
也 具有 同样 的 性 质 ( 属 于 同一 个 集合 )。 
下 硬是 两 个 例子 。 
. 《oO ， 了 六 。，…， 了 是 阶 数 不 超 过 某 给 定数 了 的 
多 项 式 ， 它 们 的 线性 组 合 也 是 一 个 阶 数 不 超 过 d 的 多 项 式 。 
(BV 1 矿 ,， 旷 ;:，…， 六 ,是 平行 于 一 给 定 平面 的 向 量 ， 
它们 的 线性 组 合 (这 里 加 法 是 向 量 的 加 法 ) 也 是 一 个 平行 于 该 
平面 的 向 量 。 
例 (0) 是 我 们 在 $4.3 里 讨论 过 的 。 对 于 84.4 第 (3) 眉 ， 
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我 们 只 要 注意 到 加 法 与 减法 乃 是 线性 组 合 的 特殊 情形 (这 里 
n= 2， 加 法 与 减法 分 别 对 应 于 c! = cy =1 和 cl = -cs=1)。 

例 ( 的 是 有 局 发 性 的 。 风 是 按 “通常 ” 代数 法 则 线性 地 
组 合 起 来 的 对 象 ， 痢 称 之 为 “向 量 ”， 它 们 的 集合 在 抽象 代 
数 里 称 为 是 “向 其 空间 ”。 

向 量 空间 的 线性 组 合 在 很 多 近代 的 数学 分 支 里 占 着 重要 
的 地 位 。 在 这 里 我 们 只 能 考虑 少数 几 个 初等 的 例子 (习题 
4.12, 4.13, 4.14 和 和 4.15}。 

这 里 “线性 组 合 ” 和 “ 意 加 ”类 示 的 是 同一 个 意思 ， 
不 寺 ， 我 们 更 常用 后 面 这 个 词 。 “又 加 ”这 个 词 在 物理 学 中 
是 经 常 使 用 的 (特别 是 在 波 的 理论 中 )， 我 们 这 里 只 讲 了 一 个 
物理 学 中 的 例子 一 一 习题 4,16， 它 对 我 们 来 说 是 够 简单 的 ， 
但 却 是 很 重要 的 。 

?4.12 常 系数 齐 次 线性 役 分 方程 ”这 种 方程 的 形式 是 

yy + Oy 十 On tony = 0 

其 中 a1，a:，、…，G: 是 给 定 的 数 ， 称 为 方程 的 系数 ;1 是 方程 
的 阶 ;> 是 自 变量 * 的 函数 ， 2， 和 ，…，21 是 ?的 各 
级 导数 ,满足 方程 的 画 数 x 称 为 是 一 个 解 , 或 一 个 “积分 ”。 

(a) 证 明 解 的 线性 组 合 还 是 一 个 解 。 

避 ) 证 明 它 有 一 个 特殊 形式 的 特 解 

y=e" 

其 中 是 一 个 适当 选择 的 数 。 

(c) 把 这 种 特殊 形式 的 特 解 组 合 起 来 去 得 出 它 的 尽 可 能 
一 般 的 蟹 ， 

*4.13 求 满足 微分 方程 

YY 
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和 初始 条 件 
当 x= 0 时 , y=1, y=0 

的 函数 3。 

4,14 帘 系 数 齐 次 线性 差分 方程 ”这 种 方程 的 形式 是 

Dr 十 GyRnl 十 十 Gy 二 
Ga，0?，…，Gr 是 给 定 的 数 ， 称 为 方程 的 系数 ， ?是 方程 玖 
阶 ; 无 穷 数 列 
Poy Va Ja Yay 

如 果 对 于 8 = 0，1，2，…， 它 们 都 满足 方程 ， 就 称 为 是 方程 
的 一 个 解 。 

‘我们 可 以 把 yx 看 作 是 自 变量 * 的 一 个 两 数 ， 其 中 至 
非 负 的 整数 值 。 另 一 方面 ， ei 是 一 
个 递归 公式 ， 也 就 是 说 ， 我 们 有 一 个 统一 的 法 则 ， 使 得 能 根 
据 它 用 数列 中 ya 前 的 项 ，yere-，ytwa，…， 尖 算 纤 
?5 来 或 用 7 前 的 项 ye 2 1， 4 算出 9 来。) 

《0) 证明 解 的 综 性 组 合 还 是 一 个 解 。 

(5)》 证 明 它 有 -- 个 特殊 形式 站 

ye=r 

其 中 "是 一 个 适当 选择 的 数 。 

(2) 把 这 种 特殊 形式 的 特 解 组 合 起 来 去 得 出 它 的 尺 可 能 
一 般 的 解 。 

1.15 党 注 那 架 数 列 ， 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13»°: 
是 出 差分 方程 (递归 公式 ) 
P= Vi Vis (R=2, 3, 4, %) 
各 初始 条 件 
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Yo =0, y=1 
定义 的 。 试 用 四 去 麦 示 加 。 

4.16 运动 的 意 加 “ 爸 电 咯 发 现 了 落体 送 劲 规律 和 惯性 
定律 ， 他 把 它们 结合 起 来 ， 便 找 出 了 疯 射 休 的 轨道 ( 即 抛射 
体 描 综 的 曲线 ) 。 对 近代 符号 的 好 处 有 所 了 解 的 读者 不 妨 可 
以 自己 把 基 里 格 的 发 现 复 现 一 移 。 

设 x 和 各 表示 铅 直 平面 内 的 直角 举 标 ，*x 轴 是 水 平 的 ， 
> 轴 是 朝 上 上 的。 一 个 抛射 体 (好 不 受阻 力作 用 的 质点 ) 在 此 于 
面 内 从 瞬时 1-0 册 原 点 开始 运动 ， 这 里 ! 家 示 时 间 。 抛 射 体 
的 初速 度 是 v， 其 初始 运动 方向 与 x 轴 正 方向 交 成 的 角 为 0。 
我 们 可 以 考虑 跟 这 个 真实 运动 相关 联 的 从 同一 时 间 局 一 地 点 
开始 的 三 个 虚拟 运动 : 

Ca) 一 个 重 质 点 从 芒 止 开始 自 由 下 落 ， 在 时 间 ! 的 华 括 是 

X10, Vi= lgts 

(6) 一 个 不 受 重 方 作用 的 质点 ， 以 给 定 初速 庶 的 狠 直 分 

量 tsina 为 其 初速 度 ， 由 惯性 定律 ， 在 时 间 ! 的 促 标 是 
Xa=0, y= tiysing 

(c) 一 个 不 受 重 力作 出 的 质点 ， 以 绘 定 初速 度 的 水 平分 

量 为 其 初速 度 ， 由 和 性 定律 ， 宕 时 间 上 的 坐标 是 
X=tucosa, ys =0 

如 果实 际 运动 是 由 这 三 个 按照 “最 简单 的 ”假定 虚拟 出 

来 的 运动 的 合成 ， 那 未 它 的 轨道 是 什么 ? 
第 二 部 分 

下 面 我 们 将 向 读者 提供 一 些 参与 研究 应 动 的 机 会 。 这 里 . 

主要 是 指 的 习题 4.17 和 4.24。 
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4.17 多 地 解法 ”在 一 四 面体 里 ， 两 条 相对 的 校 有 相等 
的 长 度 s， 它 们 互相 垂直 ， 并 且 每 一 条 都 垂直 于 连 搂 它们 中 
点 的 长 度 为 6 点 直线 。 求 四 面体 的 体积。 

这 个 问题 可 以 用 岂 种 不 同 的 方法 去 解 。 需 要 求助 的 读者 
可 以 去 看 下 面 的 习题 4.18 一 23 中 的 某 些 题 或 全 部 。 如 果 他 起 
把 这 里 涉及 的 空间 关系 弄 得 具体 些 ， 可 以 去 找 一 个 简单 的 正 
交 投影 或 是 简单 的 被 面 。 

4。18 林 知 量 是 什么 ? 习题 4,17 的 未 知 量 是 四 面体 的 体 
积 。 

怎样 才能 求 得 这 种 类 型 的 未 知 量 ? 如 果 给 定 到 面体 的 底 
面积 和 高 ， 就 能 计算 它 的 体积 一 一 但 是 习题 里 4.17 这 两 个 量 
都 没有 给 出 来 。 

那 末 ， 未 知 量 是 什么 呢 ? 

4.19《〈 续 ?你 需要 求 三 角形 的 面积 一 一 怎样 才能 求 得 这 
种 类 型 的 未 知 量 ? 如 果 给 定 了 一 个 三 角形 的 底 和 高 ， 就 能 计 
算 它 的 面积 。 但 是 作为 习题 4.17 那 个 由 面体 的 底 的 三 角形 ， 
只 给 出 了 这 两 个 量 中 的 一 个 。 

你 需要 求 一 个 线段 的 长 度 一 一 怎样 才能 求 得 这 种 类 型 的 
未 知 量 ? 通常 我 们 是 从 某 个 三 角形 去 计算 一 个 线段 的 长 度 
一 一 但 是 在 这 个 图 形 里 ， 没 有 一 个 三 角形 是 可 议 包含 习题 
4.17 里 四 面体 的 高 的 。 

事实 上 ， 和 暂时 这 里 还 没有 这 样 的 三 角形 ， 不 过 你 能 引进 
一 个 来 吗 ? 不 管 怎 样 ， 先 引进 适当 的 符号 并 把 你 能 发 现 的 东 
西 都 综合 起 米 。 

4.20 下面 是 一 个 与 此 问题 有 关 且 前 已 解 出 的 问题 ,5 如 
果 给 定 四 面体 的 底面 积 和 高 ， 便 可 求 出 它 的 体积 。” 你 不 可 
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能 立即 把 它 用 于 习题 4.17， 央 为 那个 四 面体 的 底面 积 和 高 都 
没有 给 出 来 。 拓 而 ， 这 周围 可能 有 其 它 便于 处 理 的 四 面体 。 

4.21《〈 续 ) 这 里 面 可 能 有 其 它 便于 处 理 的 四 面体 。 

4.22 识 广 谍 或 多 如 果 你 晓得 校 名 公式 ， 习 题 4,17 就 容 
易 做 了 。 

棱 台 是 一 个 多 画 体 。 校 全 的 两 个 互相 平行 的 面 称 为 下 底 
和 上 底 ， 其 它 的 面 称 为 侧面 。 棱 台 有 三 类 被 ， 即 图 成 下 底 的 
棱 ， 国 成 上 底 的 棱 和 侧枝 。 棱 台 的 任何 铀 棱 都 连接 了 下 底 的 
一 个 项 点 和 上 底 的 一 个 顶点 (这 是 定义 的 一 个 重要 部 分 )。 禄 
柱 乃 是 一 个 特殊 的 被 台 。 

榨 台 上 、 下 两 席 之 间 的 距离 是 它 的 高 ， 与 二、 下 两 谨 平 
行 并 与 它们 距离 相等 的 平面 蕉 楼 台 于 -多边 形 , 称 为 中 截面 。 

设 扩 是 棱 台 的 体积 是 它 的 高 ， 

LM 和 N 
分 别 是 它 的 下 底面 、 中 截面 和 上 底面 的 面积 ， 财 
y= (L+4M+N)h 
6 


(上 的 这 个 表达 式 称 为 村 全 公式 。) 

用 它 去 解 习 题 4.17。 

4.23 或 许 你 已 经 放弃 了 从 习题 4,18 开始 通过 习题 4.19 
去 解 出 习题 4.17 的 途径 ， 而 沿 着 别 的 路 线 得 到 了 结果 。 如 果 
是 这 样 的 话 ， 那 末 请 厦 一 下 结果 ， 再 回 到 那个 放弃 了 的 道路 
上 ， 并 沿 着 它 走 到 底 。 

4.24 棱 台 公式 “研究 问题 的 各 个 方面 ， 从 不 同 的 角度 
去 考虑 它 ， 在 脑子 里 反复 思考 一 一 我 们 照 这 样 作 了 ， 再 审视 
一 下 图 4.5。 对 于 同一 个 结果 ， 在 找 出 了 四 种 不 同 的 推导 方 
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法 之 后 ， 我 们 就 应 能 从 它们 的 比较 中 闭 得 宰 益 *) 。 


力 4.5 反复 思考 ， 从 不 同 的 角度 去 考官 它 ， 研 究 所 有 的 方面 。 


在 我 们 的 妇 个 推导 中 ， 三 个 没有 几 楼 合 公式， 只 有 一 个 
用 了 这 个 公式 (习题 4.22)。 因 雌 ， 对 于 夹 在 所 处 理 的 问题 中 
的 楼 台 公 式 的 特殊 情形 ,事实 上 ,至 少 是 在 睛 中 已 得 到 了 三 种 
不 同 的 证 明 。 我 们 能 否 从 这 些 证 明 中 蜡 确 提出 一 个 ， 把 它 扩 
展 到 不 仅 能 证 明 这 个 公式 的 特殊 情形 ， 并 且 也 能 证 明 它 的 一 
般 情形 呢 ? 
从 表面 上 看 ， 问 题 的 三 种 推导 (习题 4.20、4.21 和 习题 
4.18，4.19，4,23) 中 鄂 一 个 最 可 能 被 挑 中 ? 
4.25 对 棱柱 验证 楼 台 公式 ( 它 是 一 种 非常 特殊 的 楼 台 )， 
4.28 对 棱锥 验证 被 台 公 式 ( 从 某 种 意义 上 说 ， 鞭 锥 可 以 
奢 成 是 棱 台 的 退化 的 、 极 眼 的 情形 ， 即 它 可 以 铬 成 是 上 底 缩 
成 了 一 个 点 的 鞭 台 。 
4.27 为 了 把 作为 习题 4,20 解法 的 基础 的 特殊 情形 加 
以 推广 ， 我 们 考 续 把 一 个 棱 台 已 削 分 成 "个 互 不 重 杰 的 村 
台 忆 ， 了 站 ，…P， 这 些 棱 台 拼 成 了 整个 的 已， 并 且 它们 的 
飞 底 拼 成 了 己 的 下 底 ， 它 们 的 上 底 拼 成 了 己 的 上 底 。( 在 习 


2 这 里 ， 我 们 遵从 业 卜 尼 冀 的 生 张 网 习题 3.31 的 引文。 
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题 4.20 的 情形 ， 见 图 4.5b， 忆 是 一 个 底 为 正方 形 的 楼 杜 ， 
4=5,， 了!，Ps， 了 和 Ps 是 合同 的 四 面体 ，P: 是 另 一 四 面 
体 。) 证 明 ， 如 果 楼 台 公 式 对 于 所 考虑 的 4+1 个 补 台 中 的 
个 都 是 成 立 的 ， 则 它 必 对 余下 的 那个 楼 台 也 成 立 。 

4.28 为 了 把 作为 习题 4.22 解法 的 基础 的 特殊 情形 加 以 
推广 (图 4.5d)， 我 们 令 1 和 "天 示 一 个 四 面体 相对 的 两 个 楼 
(1 表示 下 面 的 ，* 表示 上 面 的 )。 作 一 平面 通过 1 并 平行 季 m; 
再 作 另 一 平面 通过 "并 平行 于 1 令 表 示 这 两 个 (平行 平面 
间 的 距离 。 这 个 四 面体 可 看 成 是 一 个 楼 合 《〈 一 个 退化 的 搂 
人 台 )， 炉 上 和 :分 别 是 它 的 下 底 和 上 底 ， 而 1 是 它 的 高 (中 截 
面 是 一 个 平行 四 边 形 )。 

对 这 一 类 棱 台 验证 棱 台 公 式 。 

4.29 证 妓 一 般 情形 的 态 台 公式 (把 前 面 处 理 过 的 特殊 情 
形 委 加 起 来 )。 

4,30 最 弱 的 一 环 就 代表 了 会 外 的 强度 ”四 新 审查 习题 
4.28 的 解法 。 

4.31 重新 审查 习题 4.29 的 解法 。 

4.32 六 卜 生 (Simpson) 公 式 ” 设 F(z) 是 定义 在 区 间 
- EXEG + 下 
.上 上 的 (连续 ?函数 ， 令 

f° 00dx= 1 
Ca) = 工 ， flat)=M， flarkh)=N 


则 在 革 些 条 件 ( 我 们 将 去 探讨 ) 下 ， 有 
I= LTL+4M -NN 


- 6 4 
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{ 的 这 个 表达 式 就 称 为 补 上 生 公式 。 

设 " 是 一 个 非 负 整数 ， 取 
. fx)=x", gq= —1, hc2 
试 确定 # 的 值 ， 使 得 函数 的 积分 可 以 用 辛 卜 生 公式 表达 出 
来 。 

《即使 这 下 生 公式 并 不 精确 地 成 立 ， 它 也 可 以 “近似 地 
成 立 ”， 也 就 是 说 ， 公 式 两 端的 差 相 对 来 说 可 以 很 小 。 这 一 
球形 是 经 常 出 现 的 ,因此 对 于 积分 的 近似 估 值 , 辛 卜 生 公式 是 
十 分 重要 的 )。 

4,33 证 明 当 a -1 和 = 2 时, 闪 卜 生 公式 对 任何 阶 数 
不 超过 3 的 多 项 式 都 成 立 。 

”4,34 证 明 辛 卜 生 公 式 对 任何 阶 数 不 超 过 3 的 多 项 式 都 
成 立 ， 这 里 a。 和 可 不 加 任何 限制 。 ， 

“4.55 利用 立体 解 折 几 何 和 积分 计算 由 习 题 4.34 导 楼 
台 公 式 (数学 教师 总 是 告诉 我 们 “为 了 鉴 识 简单 的 方法 先 去 
试 试 复杂 的 方法 ”)。 

4,36 扩大 模型 的 范 园 ”在 解决 前 面 某 些 问题 时 ， 我 们 
实际 上 已 经 超出 了 8 4,4(4) 中 级 述 的 礁 加 模型 的 范围 。 事 实 
上 ， 我 们 通过 某 些 容易 处 理 的 特殊 情形 的 合 加 ， 已 经 得 出 了 
一 般 情 形 的 解 。 但 是 这 些 特殊 情形 并 不 全 是 同一 类 型 的 ， 它 
们 并 不 全 属于 同一 种 特殊 情形 (在 习题 4.29 的 解法 中 ， 所 番 
加 的 立体 有 些 是 习题 4.26 捍 处 理 过 的 棱锥 ， 另 一 些 是 习题 
4,28 里 处 理 过 的 具 特 殊 位 置 的 四 面体 。 在 习题 4.33 的 解法 
中 ,我 们 也 是 把 一 些 不 同类 型 的 情形 夯 加 起 来 )。 从 本 质 上 看 ， 
我 们 只 是 在 一 点 上 偏离 了 3 4.4(4) 所 叙述 的 模型 ， 我 们 不 是 
从 一 个 导 引 特 款 而 是 从 若 于 个 这 种 特 款 出 发 的 。 所 以 ， 让 我 
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们 把 模型 概括 得 更 广 一 些 ， 从 一 个 导 引 特 款 或 若干 个 这 种 特 
款 出 发 ， de 

登 加 模型 指出 了 一 条 从 一 个 导 引 特 款 (或 少数 几 个 这 种 
特 款 ) 通 向 一 般 情 形 的 道路 。 但 是 还 有 一 种 完全 不 同 的 联系 
一 般 情形 和 导 引 特 款 的 方法 ， 我 们 常常 能 用 -- 个 适当 的 变换 
把 一 般 铺 形 归 结 为 一 个 导 引 特 款 《 例 如 ， 习 题 4,34 的 一 般 博 
形 可 以 通过 一 个 积分 变量 的 替换 ， 归 结 为 习题 4.33 的 特殊 情 
形 ;。 这 一 方法 也 是 用 心 的 解 题 者 同 祥 应 当 去 掌握 的 。 关于 
这 方面 的 有 启发 性 的 讨论 请 参见 了 .阿达 玛 《 初 等 几何 教 
程 ， 平 面 几何 》， 几 和 何 变 痪 的 方法 , pp,262 一 270( 中 译本 》。 
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第 二 部 分 。 通 向 一 般 方法 


正如 阳光 普照 万 物 ， 我 们 的 智慧 和 学 识 
在 处 理 各 种 不 同 对 象 时 也 是 一 视 同仁 的 。 


《入 卡 儿 全 集 》， 第 十 卷 ，p'360; 法 则 T。 


第 五 章 问 题 
解 题 是 最 突出 的 一 类 特 球 的 自由 思维 。 
成 详 ， 傣 溺 斯 各 

$ 5.1 什么 是 问题? 

在 下 文中 ， “问题 ”这 个 词 将 在 广泛 的 意义 二 去 理解 
我 们 第 一 件 事 就 是 谈 一 下 它 的 含义。 

在 现代 生活 中 ， 吃 饭 常 常 已 不 是 问题 。 假 若 我 在 家 里 党 
得 恬 了 ， 我 就 到 冰箱 里 去 找 点 吃 的 ， 候 如 在 坡 里 ， 我 就 到 一 
家 购 啡 馆 或 者 别 的 馆子 里 去 。 但 是 当 冰 箱 里 空 无 一 物 ， 或 者 
在 城 里 碰巧 没有 带 钱 ， 那 么 情形 就 不 一 样 了 。 在 这 种 情况 
下 ， 吃 饭 就 成 了 一 个 问题 。 一 般 来 说 ， 一 个 念头 可 以 产生 一 
个 问题 ,也 可 以 不 产生 什么 问题 。 一 个 涌 上 脑 际 的 念 涛 倘若 
毫 无 困难 地 通过 一 些 明 显 的 行动 就 汰 到 了 所 求 的 目标 ， 那 就 
不 产生 间 题 。 然 而 ， 倘 车 我 想 不 册 这样 的 行动 来 ， 那 就 产生 
了 问题 ， 那 就 是 意味 着 更 去 找 出 过 当 约 行动 ， 去 达到 一 个 可 
见 而 不 即时 可 及 的 目的 。 所 谓 解 一 个 问题 ， 就 是 意味 着 去 找 
出 这 样 的 行动 。 

如果 问题 非常 困难 ,这 就 是 一 个 大 问题 ,如 果 难 度 不 大， 
那 就 只 是 一 个 小 问题 。 而 困难 的 程度 就 含 于 问题 的 概念 本 身 
之 中 ， 那里 没有 困 玲 ， 那 里 也 就 没有 问题 。 


*) 威 廉 - 笠 拇 斯 (William James,1843 一 1910) 美国 杰出 的 心 “ 
理学 家 。 
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一 个 典型 的 问题 ， 就 是 要 找 出 一 条 通 到 某 个 我 位 不 大 了 
解 的 区 域内 一 个 指定 地 点 的 道路 。 我 们 可 以 想象 ， 这 个 问题 
对 于 居住 在 原始 森林 里 我 们 的 大 二 祖先 们 来 说 ， 是 多 么 重 
大 。 这 也 许 是 (或 许 不 是 ) 一 个 原因 ， 即 我 们 不 知道 念 么 总 是 
把 求解 一 个 问题 看 作 去 寻找 一 条 道路 : 一 条 摆脱 困境 、 越 过 
障碍 的 道路 。 

我 们 的 自觉 思维 的 大 部 分 是 与 问题 关联 着 的 。 当 我 们 并 
不 耽 迷 于 空 轧 挨 想 时 ， 我 们 的 思想 总 是 彰 闭 茶 一 个 目标 我 
们 寻求 达到 这 个 日 标的 道路 或 手段 ， 或 者 去 想 出 能 藉以 达到 
我 们 日 前 的 步 又 。 

解决 问题 是 智慧 的 特有 的 成 就 ,而 智慧 乃 是 人 类 的 天 赋 。 
越过 障碍 ， 或 在 没有 路 的 地 方 去 开 出 路 来 ， 这 种 能 力 、 把 视 
灵 的 动物 与 鲁 链 的 动物 区 别 开 米 ， 它 使 人 高 踢 于 最 机 灵 的 劲 
驳 之 上 ， 同 时 也 把 能 干 的 人 和 他 们 的 问 伙 区 别 开 来 。 

对 于 人 类 ,没有 其 它 事先 比 人 的 能 动 性 更 有 意思 了 ,而 人 
的 能 动 性 的 最 大 特征 就 是 解决 问题 ， 有 上 月 的 地 去 思考 和 为 达 
到 预期 的 目标 而 想方设法 。 我 们 这 里 前 目的 总 是 去 了 解 这 个 
能 动 性 一 一 在 我 看 来 ， 这 个 目的 应 该 引起 我 们 极 大 的 兴趣 。 

在 前 面 ， 我 们 把 可 用 相同 方法 求解 的 问题 综合 起 来 ， 研 
究 了 不 少 初等 数学 的 问题 。 我 们 已 经 得 到 了 一 定 的 经 验 ,现在 
我 们 将 在 这 些 经 验 的 基础 上 * 试 图 上 升 到 更 高 的 一 般 性 ,并 尽 
可 能 地 把 非 数学 的 问题 也 包罗 进来 。 想 得 到 一 个 能 应 用 于 各 
类 问题 的 一 般 方法 ,似乎 是 心志 太 高 了 ,但 这 也 是 很 自然 的 ， 
虽然 我 们 面 对 药 问题 是 变化 无 穷 的 ， 但 我 们 每 一 个 人 都 只 有 
一 个 脑 筑 去 解决 它们 ， 因 此 我 们 自然 期 望 恰 有 一 个 方法 去 解 
它们 。 
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35.2 问题 的 分 类 

一 个 学 生 正 在 进行 数学 笔试 。 他 不 过 是 一 个 中 常 学 生 
但 他 在 试 前 做 了 不 少 准备 工作 。 在 看 了 一 道 题 目 之 后 ， 他 也 
许 问 一 下 自己 ， “这 是 娜 一 类 的 问题 ? ”实际 上 ， 问 一 下 这 
个 问题 对 他 是 有 好 处 的 ， 假若 他 衣 分 辨 出 这 个 是 的 类 别 ， 认 
出 它 的 类 型 ,把 它 归 到 课本 的 某 章 某 节 , 他 就 前 进 了 一 大 步 
现在 他 就 可 以 回忆 学 过 的 解 这 类 问题 的 方法 了 。 

在 某 种 意义 上 讲 ， 解 决 各 种 程度 的 问题 也 都 是 如 此 。 
“这 是 娜 一 类 的 问题 ? ”从 这 个 问题 ， 立 即 就 引导 到 下 一 个 
问题 。 “关于 这 类 问题 我 们 能 做 些 什么 ? ”而 问 一 下 这 些 问 
题 ， 甚 型 对 于 十 分 高 级 的 研究 工作 也 是 有 益 的 。 

因此 ， 把 问题 分 类 ， 把 它们 区 别 为 各 种 不 同 的 类 型 是 有 
用 的 。 一 个 好 的 分 类 法 是 这 样 进行 分 类 的 ， 它 的 每 一 类 问题 
元 有 相应 的 一 类 解法 。 

我 们 这 里 并 不 打算 引进 一 个 详尽 的 或 完整 的 分 类 法 ， 而 
仅仅 按照 我 们 自己 所 理解 的 网 几 里 得 及 其 注解 者 们 的 一 个 传 
统 ， 去 描述 问题 的 两 种 非常 一 般 的 类 型 。 

欧 几 里 得 的 在 本 包括 有 公理 ， 定 义 和 “ 命 题 ”。 他 的 注 
解 者 和 一 些 详 者 把 他 的 “命题 ”分 为 两 类 ， 第 一 类 ( 控 丁 名 
字 是 “problema”)》 的 目的 是 作 图 ， 第 二 类 拉丁 名 字 是 
“theorema” ) 的 目的 是 证 明 一 个 定理 。 把 这 种 分 类 法 扒 
广 ， 我们 来 考虑 两 类 问题 ， 即 所 谓 “ 求 解 ” 的 问题 和 “ 求 
证 ”的 问题 。 “求解 的 问题 ”的 目的 就 是 去 志 找 〈 去 构造 ， 
生成 ， 得 到 ， 等 辐 ，…… ) 某 一 个 对 象 ， 即 问题 的 未 知 量 。 
“求证 的 问题 ”的 目的 就 是 去 确定 某 一 个 结论 十 对 的 或 是 错 
的 ,去 证 明 它 , 或 是 去 否定 它 。 
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比如 ， 当 称 问 “他 说 了 些 什么 ? ”时 ， 你 就 提出 了 一 个 
求解 的 问题 。 然 而 当 你 问 “ 他 说 了 那个 没有 ? ”你 就 提出 了 
一 个 求证 的 问题 。 

关于 这 两 类 问题 详细 的 讨论 见 以 下 两 节 。 


8 5.3 求解 的 问题 

“求解 的 问题 ”的 目的 就 是 要 找 出 某 一 对 象 ， 即 问题 的 
未 加重， 这 个 未 知 量 应 当 满 足 那 些 把 未 知 量 利 已 姑 量 联系 起 
来 的 条 件 。 让 我 们 考虑 两 个 例子 。 

“给 定 两 线段 a，5 和 一 角 PY， 求 作 一 平行 多边形 ， 它 
的 相 邻 两 边 为 给 定 线段 a。、5， 两 边 夹 角 为 7。” 

“给 定 两 线段 。、6 和 一 角 7， 求 作 一 平行 四 边 形 ， 合 
得 它 的 两 条 对 角 线 为 给 定 线段 =、6， 对 角 线 的 夹 角 为 ?。?” 

在 这 两 个 问题 中 ,已 知 量 是 相同 的 ， 线 段 a 0 及 角 ”。 两 
个 问题 中 的 未 知 量 都 是 一 平行 四 边 形 ， 因 此 单 赁 未 知 量 的 性 
质 是 不 可 能 把 问题 区 别 开 的 。, 在 这 里 ， 造 成 问题 的 差异 的 是 
条 件 ， 即 在 未 知 量 和 已 知 量 之 间 所 要 求 的 关系 当然， 平行 
四 边 形 与 其 边 的 关系 同 它 与 对 角 线 指 关 系 是 不 同 前 。 

问题 的 未 知 量 可 以 是 任何 可 以 想象 的 事先。 在 几何 作 图 
问题 中 来 知 量 是 一 个 图 形 ， 璧 如 一 个 三 角形 。 当 我 们 去 解 一 
个 代数 方程 时 ， 来 知 量 就 是 一 个 数 ， 即 方程 的 一 个 根 。 当 我 
们 间 “他 说 过 些 什么 ? ”有 时， 未知 量 就 可 以 是 一 个 字 ， 或 一 
连 操 字 ， 即 一 个 句子 ， 或 一 连 牛 句子 ， 即 一 篇 讲演 。 一 个 狼 
述 清楚 的 问题 必须 说 明 未 知 量 所 属 的 种 基 (集合 ) 。 我 们 必 
须 从 一 开始 就 明确 我 们 要 找 的 是 什么 样 的 未 知 量 ， 一 个 三 角 
形 ， 或 一 个 数 ， 或 一 个 字 ， 或 ……。 
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一 个 叙述 清楚 的 问题 必须 说 明 未 知 量 应 当 满足 的 条 件 。 
在 问题 的 未 知 量 所 属 的 集合 中 ， 凡 潍 足 问题 的 条 件 的 一 切 对 
象 ,组 成 一 个 子 集合 ,每 一 个 属于 这 个 子 集合 的 对 象 称 为 是 问 
题 的 一 个 解 。 这 个 子 集合 可 以 只 包含 一 个 对 象 ， 这 时 解 就 是 
礁 一 的 。 这 个 子 集合 也 可 以 是 空 此 合 , 这 时 问题 就 无 解 。( 关 
于 “ 解 ” 这 一 词 的 注释 见习 题 5.13。) 我 们 这 里 可 以 者 到 ， 
一 个 求解 的 问题 可 以 有 不 同 的 含意 。 从 严格 的 意义 上 讲 ， 问 
题 要 求 找 出 〔 生 成， 构造 ， 等 闻 ， 列 出 ， 播 给 出 ，……》 所 
有 的 解 《 即 上 面 提 到 的 整个 子 集 合 》 。 从 不 那么 严格 的 意义 
上 来 讲 ,问题 可 以 仅 要 求 一 个 《 仅 一 个 ) 解 ,或 若干 解 。 有 时 
候 确 定 一 下 解 的 存在 性 就 够 了 , 即 要 确定 一 下 解 的 集合 是 空 ， 
还 是 不 空 。 一 般 来 说 ， 对 于 数学 问题 ， 我 们 常 作 严格 意义 上 
的 了 解 ， 除 非 非 严格 意义 上 的 要 求 已 经 在 问题 中 明白 表示 出 
来 了 。 不 过 在 许多 实际 问题 中 ，“ 站 格 意义 ”是 很 少 有 意义 
的 。 

当 我 们 处 理 数学 问题 时 《除非 上 下 文 之 间 出 现 争 盾 》， 
我 们 将 用 “已 知 量 ” 或 “数据 ”这 个 词 去 表示 一 切 根据 条 件 
规定 与 未 知 量 联系 着 的 给 定 的 〈 已 知 的 ， 允 许 的 ，…… ) 对 
象 。 如 果 问 题 是 根据 三 边 去 作 一 三 角形 ， 那 末 数 据 就 是 三 个 
线段 a4、 6、c。 如 果 问 题 是 去 解 二 次 方程 

2 +tax+b=0 

则 数据 就 是 两 个 给 定 的 数 2 和 5。 一 个 问题 可 以 仅 有 一 个 数 
据 ， 或 完全 没有 数据 。 例 如 ，“ 求 出 圆 面积 与 其 外 切 正方 形 
的 面积 之 比 ”。 因 为 所 求 比 数 是 与 图 形 大 小 无 关 的 ， 所 以 不 
必 给 出 半径 的 长 度 或 其 它 这 类 数据 。 


175 


我 们 称 未 剂量 、 条 件 和 已 各 虽 这 三 者 是 求解 的 问题 的 主 
要 部 分 。 事 实 上 ， 我 们 没有 理由 希望 去 解 出 一 个 我 们 所 不 了 
解 的 问题 。 然 而 ， 要 了 解 一 个 问题 ,我 们 就 必须 知道 ,而 且 十 
分 清楚 地 知道 什么 是 未 知 量 ,什么 是 已 知 量 ,各 什么 是 条 件 。 
因此 当 我 们 着 手 去 解决 一 个 问题 时 ， 应 当 特 别 留 意 它 的 主要 
部 分 ， 这 样 作 将 是 明知 的 。 


8$5.4 求证 的 问题 

有 一 个 流 癌 ， 说 国务 师 在 某 一 场合 提 到 某国 会 议员 时 
用 了 极其 粗鲁 的 语言 《这 里 不 必 重 述 它 ) 。 这 一 流言 引起 了 
相当 大 前 疑问 ，“ 他 是 不 是 说 了 那些 话 ? ”这 个 问题 激动 了 
许多 人 ， 在 报纸 上 引起 争论 ， 甚 至 在 一 个 国会 的 委员 会 里 也 
提 到 了 它 ， 也 许 还 可 能 上 法 院 。 无 论 煞 一 个 人 ， 只 要 认 惧 对 
待 这 个 问题 ， 他 就 面临 其 一 个 “求证 的 问题 ”。 他 应 当 去 解 
除 关于 这 个 流言 的 娟 问 ， 他 应 当 证 明 有 这 个 话 或 是 否定 有 这 
个 话 。 但 无 论证 明 或 否定 ， 都 必须 要 有 有 效 的 证 撕 。 

当 我 们 拿 到 一 个 数学 上 的 “求证 的 问题 ”时 ， 我 们 就 应 
当 排 除 一 个 关于 4 的 疑问 ， 这 里 4 是 一 个 明确 叙述 的 数学 
结论 ， 即 我 们 应 当 证 明 4， 或 是 否定 4。 有 一 个 著名 的 这 类 
问题 ， 就 是 证 明 或 者 否定 哥 德 巴 替 猿 测 :假若 ”是 大 于 4 的 
偶数 ， 则 # 可 表 成 两 个 奇 素 数 之 和 1! 。 

这 里 叙述 的 哥 德 巴赫 断言 〈 它 仅仅 是 一 个 断言 ， 我 们 还 
不 能 肯定 它 是 对 的 或 是 错 的 ) 具有 数学 命题 最 常见 的 形式 ， 
它 由 假设 和 结论 组 成 ， 由 “假若 ”开始 的 第 一 名 话 是 假设 ， 
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由 “ 则 ”开始 的 第 二 名 话 是 绪论 > 。 

当 我 们 臂 去 证 明 或 否定 一 个 以 最 常见 的 形式 叙述 的 数学 
命题 时 ， 命 题 的 假设 和 结论 称 为 问题 的 主要 部 分 事实 上 ,这 
些 主要 部 分 值得 我 们 特别 注意 。 为 了 证 明 命题 ， 我 们 应 当 去 
发 现在 主要 部 分 之 癌 即 假设 与 结论 之 问 的 逻辑 联系 ， 为 了 耕 
定 命题 ， 我 们 应 当 证 明 〈 若 可 能 的 话 用 一 反例 ) 主要 部 分 里 
的 一 部 分 一 -假设 ,并 不 列 含 另 一 部 分 一 结论 。 许 许多 多 大 
大 小 小 的 数学 家 ,试图 去 排除 关于 芭 德 巴赫 帝 测 的 疑 因 ， 但 
是 没 能 成 功 。 虽 然 只 需要 很 少 的 知识 就 能 了 远 它 的 侵 设 和 结 
论 ， 但 是 还 没有 人 能 以 严格 的 论述 在 建立 两 者 之 问 的 逻辑 联 
系 上 取得 成 功 ， 也 没有 人 能 够 作出 一 个 反例 。 


$5.5 未 知 量 的 元 ， 条 件 的 分 于 

候 若 我 们 的 曾 古 是 要 作 一 个 贺 ， 那 来 事 实 上 我 们 必须 去 
找 两 个 量 ， 圆 心 和 学 径 。 把 我 们 的 任务 分 成 两 半 也 许 是 方便 
的 ， 所 缺 的 是 两 个 是 ， 园 心 和 半径 ， 那 来 我 们 先 去 求 出 第 一 
个 ， 然 后 再 去 求 出 另 一 个 。 

假若 我 们 的 问题 是 要 用 解析 儿 何在 空间 找 出 一 个 点 ， 那 
来 实际 上 我 们 就 必须 找 出 三 个 数 : 即 点 的 三 个 举 标 %y》 和 z。 

按照 我 们 所 采取 的 观点 ， 我 们 可 以 说 ， 在 第 一 个 例子 
里 ， 有 丽 个 未 知 量 或 仅仅 一 个 未 知 量 〈 加 》 ， 在 第 二 个 例子 


题 ， 它 不 能 自然 地 分 成 假设 和 结论 ， 见 HSI,， 
这 种 类 型 的 命题 : 
人 0” 。 证 


1) 有 这 群 的 数 
bp.155， 求 解 的 | 下 的 问题 ， 
“在 歼 地 的 十 进 了 
蝇 或 此 否定 这 一 命 囊 、 起 一 个 确定 的 数学 
逐 是 无 望 的 。 一 个 健 绰 能 够 提出 九 个 鸡 天 人 


里 ， 有 三 个 来 知 量 或 仅仅 一 个 未 知 量 〈 点 ) 。 还 有 另外 的 观 
点 用 起 来 也 是 方便 的 ， 我 们 可 以 说 ,在 两 个 例子 里 ,都 只 有 一 
个 未 知 量 ， 但 它 在 某 种 意义 上 是 “被 分 划 的 ”。 于 是 ， 在 我 
们 的 第 一 个 例子 里 ， 图 是 未 知 量 ， 但 它 是 一 个 二 元 未 知 量 ， 
它 的 元 就 是 它 的 圈 心 和 它 的 半径 。 类 似 的 ， 在 我 们 第 二 个 例 
子 里 ， 点 是 一 个 三 元 的 未 知 量 , 它 的 元 就 是 它 的 三 个 坐标 * 
> 和 > 。 一 般 地 ， 我 们 可 以 考虑 一 个 多 元 的 未 知 量 * ， 它 售 
有 个 元 为 ，Xa me 入。 

上 面 引进 的 术语 的 一 个 好 处 ， 就 是 在 某 些 一 般 性 的 讨论 
中 ， 我 们 不 需要 青 把 含有 一 个 来 知 量 的 和 含有 多 个 未 知 量 的 
问题 区 分 开 来 了 。 实 际 上 ,我 们 可 以 把 后 一 情形 归结 为 前 一 种 
情形 ， 只 要 我 们 把 那些 多 个 未 知 量 考虑 成 是 一 个 未 知 量 的 元 
即 可 。 例 如 ,在 8 5.3 中 我 们 所 说 过 的 那些 原则 ,实质 上 仍然 
可 以 刻 用 到 那些 需要 找 儿 个 未 知 量 的 问题 上 ， 虽 然 这 个 情形 
在 §5.3 中 并 没有 明显 提 到 。 下 面 我 们 将 会 见 到 我 们 的 术语 
在 本 书 的 许多 地 方 都 是 很 有 用 的 。 

假若 我 们 的 问题 是 一 个 求解 的 问题 ， 那 末 把 条 件 分 成 几 
企 部 分 或 几 个 分 款 也 是 有 好 处 的 ， 我 们 在 前 面 已 经 有 不 少 机 
会 看 到 这 一 点 了 。 在 解决 几何 作 图 问题 中 ， 我 们 可 以 把 条 件 
分 成 两 部 分 ,使 得 每 一 部 分 都 生 戌 一 个 未 知 点 的 轨迹 《第 一 
章 ) 。 在 应 用 代数 去 求解 “文字 题 ” 时 ， 我 们 把 条 件 分 成 许 
多 部 分 ， 其 个 数 与 未 知 量 一 样 多 ， 这 样 每 一 个 部 分 都 得 到 
个 方程 (第 二 章 ) 。 

假若 我 们 的 问题 是 “求证 的 问题 ”， 那 未 我 们 把 假设 或 
结论 ,或 同时 把 两 者 分 成 适当 的 部 分 或 分 款 都 是 很 有 好 处 的 。 
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8 5.6 所 要 求 的， 程序 

在 按照 区 几 里 得 原本 的 方式 去 作 图 时 ， 我 们 不 能 让 由 地 
央 选 择 工具 和 仪器 ， 我 们 是 在 仅 用 直 尺 和 国 规 的 假定 下 去 作 
图 的 。 于 是 问题 的 解 实际 上 就 包括 了 从 已 知 数 据 出 发 ， 最 后 
达到 所 要 求 前 图 形 的 一 系列 非常 协调 的 几何 译作 ， 我 们 的 每 
一 步 都 是 作 直 线 和 作 贺 以 及 决定 它们 的 交点 。 

这 个 例子 可 以 打开 我 们 的 眼界 。 膨 得 更 深入 一 些 ， 我 们 
就 可 以 看 出 许多 问题 的 解法 实质 上 包含 着 一 个 程序 ， 一 系列 
的 动作 ， 一 个 互相 紧密 联系 着 的 运算 系统 ， 一 个 操作 法 〈 拉 
于 原文 是 modus operandi) 。 

疏解 二 次 《或 三 次 ， 四 次 ) 方程 的 问题 为 例 。 这 个 解法 
包含 在 一 个 非常 协调 的 代数 运算 系统 中 ， 它 从 已 知 数据 一 一 
代数 方程 的 系数 出 发 ， 最 后 达到 所 求 的 根 ， 我 们 的 运算 是 
加 、 减 、 乘 、 除 给 定 的 或 前 已 求 得 的 量 ， 或 者 是 这 些 量 的 开 
根 。 

再 考虑 一 个 “求证 ” 的 问题 。 这 个 问题 的 解 ， 邑 我 们 努 
力 的 结果 是 一 个 证 明 ， 也 就 是 一 系列 非常 协调 的 逻辑 运算 ， 
这 些 运 算 步 又 从 假设 出 发 ， 终 上 于 定理 所 要 求 的 结论 ， 每 一 
步 都 是 从 适当 选择 的 假设 部 分 出 发 ， 或 从 已 知事 实 、 从 前 面 
已 经 扒 证 出 来 内 容 出 发 ， 去 推 证 出 新 的 东西 。 

非 数 学 的 问题 也 有 类 似 的 方面 。 一 个 桥梁 的 建筑 师 必须 
把 各 种 各 样 大 景 而 繁杂 的 操作 ， 如 构筑 引 道 ， 运输 装备 ， 
措 交 手 架 ， 浇 注 混 话 土 ， 饰 接 金 属 部 件 等 等 都 组 织 起 米 ， 
并 加 入 协调 鸽 形 成 互相 配合 的 统一 的 工程 。 除 此 而 外 ， 他 还 
必须 把 这 些 操作 与 其 它 一 些 性 质 完 全 不 同 的 事情 联系 起 来 
诸如 财务 ， 法 律 以 致 政界 事务 。 所 有 这 些 操作 都 是 互相 关联 
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的 ,它们 中 的 大 部 分 都 必须 在 其 它 一 些 操作 已 经 实行 了 的 情 
况 下 才能 进行 。 

我 们 再 以 侦探 小 说 为 例 。 其 中 未 知 量 是 杀人 犯 ， 作 者 试 
图 用 侦探 英雄 的 功 助 来 打动 读者 ， 这 个 侦探 设计 了 一 个 侦察 
方案 ， 即 一 系列 侦察 行动 ， 它 从 发 现 第 一 个 蛛丝马迹 开始 ， 
直到 景 后 准 认 出 杀人 犯 并 把 他 建 捕 归 案 售 终 。 

我 们 寻求 的 对 象 可 以 是 具 任 何 性 质 的 一 个 未 知 量 ， 或 是 
关于 任何 类 型 问题 的 一 个 待 发 现 的 真理 ， 我 们 的 问题 可 以 是 
理论 的 或 者 是 实际 的 ， 可 以 是 大 问题 ， 也 可 以 是 小 问题 。 为 
了 解决 我 们 的 问题 ， 我 们 必须 设计 出 一 个 经 过 周密 考 感 的 前 
后 连贯 的 行动 方案 ， 这 些 行动 可 以 是 逻辑 运算 、 数 学 推导 
也 可 以 是 具体 的 操作 ， 它 们 从 假设 开始 ， 到 得 出 结论 终止 、 
或 是 从 已 知 数据 开始 ， 到 求 出 未 知 量 为 止 。 意 而 言 之 ;是 从 
我 们 已 有 的 开始 ， 到 得 出 我 们 所 需要 的 为 止 。 
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第 五 章 的 习题 与 评注 


5.1 正 校 柱 的 席 为 正方 形 ， 给 定 座 边 的 长 0 与 正 梭 柱 的 
高 h， 求 它 的 体积 7。 
未 知 景 是 什么 ? 已 知 量 是 什么 ? 条 件 是 什么 ? 
5.2 求 两 个 清 足 方程 
x + y= 
的 实数 和 y。 
未 知 量 是 什么 ? 已 知 量 是 什么 ? 条 件 是 什么 ? 描述 一 下 
解 的 集 各 。 
5.5 求 两 个 满足 方程 
XI+ y= -1 
的 实数 < 和 y》， 描 述 一 下 解 的 集合 。 
5.4 求 两 个 满足 方程 
X72 + y=13 
的 整数 * 和 y， 描 述 一 下 解 的 集合 。 
5.5 求 三 个 满足 不 等 式 
El + ly + ll < 
的 实数 x，y 和， 
1) 描 述 解 的 集合 。 
2) 把 不 等 式 中 的 之 改 为 三 ， 描 述 改 动 后 的 问题 的 解 的 集 


合 
合 。 


5.6 叙述 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 
什么 是 假设 ? 什么 是 结论 ? 
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5.7 令 表 让 正 整数 ，d( 四 表示 # 的 因数 的 个 数 〈 我 们 
指 的 是 正 整数 因数 ， 并 把 工 和 ?也 列 为 的 因数 ) 。 例 如 

6 有 因数 1，2，3，6; d(6)=4 

9 有 因数 1，3，9; d(9)=3 

考虑 命题 ， 

车 # 是 平方 数 ， 则 d(z) 是 奇数 ， 否 则 d(m) 是 偶数 。 

什么 是 假设 ? 什么 是 结论 ? 

5,8 是 求证 还 是 求解 ? 

数 V B+V 开 和 vw 5+V 8 相等 多? 若 不 相等 ， 哪 一 个 
大 些 ? 

我 们 来 一 般 地 谈 谈 这 个 问题 。 问 题 牵 涉 的 是 两 个 数 和 
6 ， 要 求 我 们 确定 下 列 三 种 可 能 情形 

qa=6, a>b, a<b 

究竟 哪 一 种 成 立 。 
”我 们 可 以 看 一 下 这 个 问题 的 不 同方 而: 

(1》 首先 ， 我 们 必须 去 证 明 或 者 否定 命题 4=b 。 假 如 
这 个 命题 的 结论 被 证 明 是 错 的 ， 我 们 就 必须 进 和 而 去 证 明 或 否 
定 命题 6>5。 我 们 也 可 以 把 这 两 个 命题 的 证 明 次 序 若 倒 过 
来 。 总 面 言 之 ， 在 这 里 我 们 磺 到 的 是 两 个 互相 有 联系 的 求证 
问题 。 . 

《2) 在 数学 的 许多 分 支 里 广泛 送 用 着 符号 函数 sgnx.， 
它 定义 如 下 ， 


[1 当 x>0 
sgnxz=* 0 当 x=0 
[ -ix<o 
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于 是 上 面 所 叙述 的 问题 也 就 成 了 要 求 我 们 去 确定 数 sgn 
(8): 这 是 一 个 求解 的 问题 。 

这 里 并 没有 形式 上 的 矛盾 假如 我 们 名 词 术语 用 得 恰 
当 ， 它 们 可 以 不 止 一 种 形式 ) ， 在 (1) 里 ， 我 们 有 一 个 问题 
妇 ， 它 由 两 个 有 联系 的 、 并 列 的 求证 问题 组 成 ， 在 (2) 里 ， 
我 们 有 一 个 问题 了 , 它 是 一 个 求解 的 问题 。 我 们 并 不 把 这 两 个 
用 不 同 词句 表述 的 问题 4 与 召 视 为 圭 同 的 一 一 但 它们 却 是 
等 价 的 《 “等 价 ” 这 个 词 的 用 法 在 厅 SI， 辅 勋 问题 6， pp。 
53 一 54 里 有 说 明 ， 在 本 书 第 九 章 还 将 再 次 说 明 ) 。 

这 一 个 问题 的 不 同 提 法 ,并 不 带 来 实际 上 的 不 便 。 相 反 ， 
它 使 我 们 看 到 了 问 一 个 困难 的 不 同方 面 ， 某 个 方面 也 许 比 另 
一 方面 更 能 对 我 们 有 所 启示 ， 它 也 许 会 显示 出 一 个 更 加 易于 
入 手 的 方面 ， 从 而 提供 一 个 便于 克服 困难 的 机 会 。 

5.9 更 多 的 问题 。 对 任 一 问题 (在 前 面 几 章 里 有 许多 )， 
确定 它 是 “求解 ”的 问题 还 是 “求证 ”的 问题 。 并 按 不 同 的 
问题 进一步 问 ， 

外 么 是 林 知 量 ? 什么 是 已 知 量 ? 什么 是 条 件 ? 

什么 是 结论 ? 什么 是 假设 ? 

这 里 提 这 些 问题 的 月 的 仅仅 是 为 了 使 你 熟悉 问题 的 主要 
部 分 。 然 面 经 验 会 告诉 你 ， 如 果 对 这 些 问题 认真 地 问 了 和 仔 
细 地 回答 了 ， 将 对 解 题 带 来 很 大 帮助 ， 把 注意 力 集中 到 问题 
的 主要 部 分 ， 将 会 加 深 你 对 问题 的 理解 并 把 你 引 到 正确 的 方 
向 上 去 。 

5.10 求解 的 程序 可 以 由 无 限 次 操作 或 运算 组 成 。 如 果 
我 们 要 去 解 方程 


3 了 
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我 们 的 任务 可 以 有 不 同 的 提 法 。 它 可 以 这 样 握 出 : “ 求 2 的 
算术 根 到 五 位 有 效 数 字 ”， 在 这 情形 下 我 们 只 要 算出 数字 
1.4142 就 完了 。 然 而 ， 这 个 问题 也 可 以 没有 任何 附加 限 制 而 
这 样 担 ，“ 开 出 2 的 方 祖 ”， 这 时 ， 即 使 我 们 把 数 算 到 小 数 
点 后 面 四 位 车 至 任何 位 数 都 不 能 说 任务 已 经 完成 了 ， 这 个 答 
案 应 当 是 一 个 程序 ， 一 个 算术 运算 方案 ， 内 这 个 方案 可 以 算 
出 这 个 数 的 十 进位 数 的 任何 要 求 的 位 数 。 

下 面 是 另 一 个 例子 ，“ 求 图 与 其 外 蕊 正方 形 的 面积 之 


比 ” ， 等 案 是 一 全 《假如 我 们 认为 r 的 值 是 不 言 而 喻 的 )。 来 


尼 兹 把 答案 〈 即 于 》 用 无 基 级 数 前 形式 给 出 


1 ti TI 1 1 1 
Tt 7+g 1 


这 个 级 数 事实 上 规定 了 一 个 永 无 穷尽 的 算术 运算 序列 ， 它 可 
以 使 我 们 达到 z 的 十 进位 表示 中 的 任何 位 数 (从 理论 上 说 
是 这 样 ， 但 在 实践 中 这 个 运算 步 驳 是 太 慢 了 。 莱 下 尼 兹 
觉 : “虽然 这 个 级 数 ， 如 它 所 表示 的 都 样 ， 并 不 适宜 于 进 
行 快速 的 逼近 ， 但 是 作为 加 与 其 外 切 正方 形 的 比 的 表示 ， 我 
想 不 出 还 有 别 的 什么 更 适合 殉 简 单 的 形式 了 。”” 

5.11 化 国 为 方 ,在 解 一 个 “求解 ”的 问题 时 ,我 们 要 找 
一 个 对 象 《“ 未 知 ” 的 对 象 ) ， 我 们 经 常 是 通过 找 一 个 程序 
(一 系列 操作 或 运算 ) 去 得 到 那个 对 象 。 为 了 与 所 要 求 的 未 
生 量 有 亡 区 别 ， 我 们 称 这 个 要 求 的 程序 为 “ 冰 算 未 知 最” 。 


3) 见 Gerhardt 编 莱 卜 尼 兹 的 《哲学 著作 集 》(Philosophische 
Schriften) 第 四 卷 ，p ,278。 
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这 一 区 别 是 必要 的 ， 我 们 可 以 用 历史 上 的 一 个 例子 来 加 以 说 
明 。 

给 出 了 图 的 半径 ， 用 直 尺 与 映 规 作 一 正方 形 ， 使 得 它 与 
加 有 相同 的 面积 。 

这 就 是 著名 的 古代 “化 图 为 方 ”问题 的 严格 叙述 ， 它 是 
由 早期 的 希腊 几何 学 家 提出 来 的 。 我 们 要 强调 的 是 ， 问 题 本 
身 就 现 定 了 程序 (“运算 林 知 量 ”》 的 性 质 : 我 们 必须 用 直 
尺 和 圆规 ， 依 靠 曾 直 线 和 画 圆 ， 并 仅 用 给 定 的 虚 及 中 途 画 出 
的 线 的 交点 来 作出 所 求 正方 彤 的 边 ， 当 然 ， 我 们 应 该 从 给 定 
半径 的 两 个 端点 出 发 ， 通 过 有 限 次 步 又 ， 得 到 所 求 正方 形 的 
边 的 两 个 端点 。 

多 少 个 世纪 以 来 ,有 数 不 清 的 人 曾 试图 求解 这 个 问题 ,但 
均 示 成功,188 ;第 弗 ， 林 德 曼 (F.Lindeman) 证 明了 这 个 问 
题 没有 解 。 然 而 与 加 具有 相同 面积 的 正方 形 无 疑 是 “存在 "的 
(今天 已 经 知道 ， 它 的 边 可 以 用 许多 不 同 的 无 穷 过 程 倘 近 至 
任 向 预先 给 定 的 精度 ， 其 中 之 一 就 是 习题 5,10 中 那个 由 莱 卜 
尼 兹 提出 的 著名 级 数 )。 但 是 ,我 们 所 要 求 的 那 一 类 程序 (由 有 
限 次 的 直 尺 圆规 的 操作 去 作 图 ) 却 是 不 存在 的 。 我 不 知道 型 
清 了 所 求 图 形 与 所 求 程序 或 “ 末 知 对 象 ” 和 “运算 未 知 量 ” 
之 间 的 区 别 久 后， 是 否 会 减少 一 些 不 率 的 岗 一 方 问题 的 探求 
者 。 


5.12 次 序 和 因果 。 在 桥梁 建筑 中 ， 把 一 个 预制 金属 部 

件 安装 到 确定 的 位 置 上 是 一 个 重要 的 操作 。 这 样 两 个 操作 的 

前 后 次 序 有 时 是 很 重要 的 〈 当 第 一 个 没有 国定 好 第 二 个 就 无 

法 峭 定 时 ) 。 但 有 时 也 可 以 是 无 关 紧 要 的 〈 当 两 个 部 件 是 独 

立时 》。 因 此 ， 两 个 抬 作 在 实 庆 时 ， 也 许 要 注意 它们 的 先后 
185 


次 序 ， 但 也 许 用 不 着 。 类 但 的 ， 在 讲授 中 或 在 著作 中 ， 一 个 
证 明 的 许多 步骤 也 是 有 先后 次 序 的 。 然 而 ， 一 个 步骤 在 时 间 . 
上 先 于 另 一 步 又 并 不 一 定 在 逻辑 上 也 居 先 。 我 们 必须 弄 明 白 
次 序 和 因果 的 区 别 ， 弄 清楚 时 间 上 的 先后 和 逻辑 上 的 联系 的 
不 同 。 (我 们 将 在 第 七 章 再 米 讨论 这 一 重要 问题 。) 

5.13 不 地 的 多 义 词 。“ 解 ”这 个 字 有 若干 不 同 的 含义 ， 
其 中 有 些 很 重要 ， 应 该 用 确切 的 词句 加 以 阐明 。 如 果 这 方面 
缺乏 确切 的 词 ,我 可 以 提供 几 个 这 样 的 词 (后 面 附 上 德 文 ”的 
词 ) 。 

求解 的 对 象 (solving object, L6sungsgegens tand) 是 
满足 问题 条 件 的 对 象 。 如 果 问 题 的 目标 是 解 代数 方程 , 那 末 满 
足 方程 的 一 个 数 ， 即 方程 式 的 一 根 ， 就 是 一 个 求解 的 对 象 。 
只 有 “求解 ”的 问题 才能 有 求解 的 对 象 。 在 一 个 叙述 确切 的 
问题 里 ， 求 解 的 对 象 所 属 的 类 (集合 ) 必须 预先 说 明 一 一 我 
们 必须 事先 知道 所 要 寻求 的 是 一 个 三 角形 呢 ， 还 是 一 个 数 或 
其 他 什么 。 事 实 上 ,这 桩 的 说 明 ( 明 确 指 出 未 知 量 所 属 的 集合 ) 
是 问题 的 重要 部 分 。“ 求 内 未 知 量 ” 就 意味 着 去 找 出 (等 同 ， 
构造 ,生成 ,得 到 ,，……) 求 解 的 对 象 (所 有 求解 对 象 的 集合 )。 

求解 的 程序 〈soluing procedure，L6sungsgang) 是 
~ 个 程序 (构思 ， 运 算 方案 ， 一 系列 论断 )， 它 或 是 最 终 求 出 
“求解 问题 ”的 未 知 量 ， 或 是 景 终 消除 对 “求证 的 问题 ”的 
结论 的 怀疑 。 因 此 ，.“ 求 解 的 程序 ”这 个 词 可 应 用 于 两 类 问 
题 。 在 我 们 工作 之 初 ， 我 们 并 不 知道 求解 的 程序 或 合适 的 运 
算 方案 ， 但 我 们 始终 在 寻求 它 ， 希 望 最 终 能 知道 它 ， 这 个 程 


* ) 还 有 英文 的 词 。 
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序 是 我 们 寻求 的 目标 ， 从 某 种 意义 上 来 讲 ， 它 实际 上 是 我 们 
的 未 知 量 ， 我 们 可 以 说 ， 他 是 我 们 的 “运算 未 知 量 ”。 ( 参 
见习 题 5,11。) 

我 们 还 可 以 谈 一 谈 “ 求 解 的 工作 ”(work of solving， 
Lasungsarbeit) 和 “求解 的 结果 ” (result of solying， 
Lisungsergebnis)。 然 而 ,为 了 避免 过 于 繁 项 , 除非 在 少数 重 
襄 场 合 下 ， 一 般 地 我 将 让 读者 自己 从 上 下 文中 去 判断 “ 解 ” 
这 个 字 的 含义 ， 它 指 的 是 对 象 呢 ， 还 是 程序 ， 是 指 工作 的 结 
果 呢 还 是 工作 本 身 。* 

5,14 已 知 量 和 太 知 重 ， 假 设 和 结论 ， 欧 几 里 得 原本 有 
一 个 独特 的 前 后 一 贵 的 风格 ， 有 些 人 认为 这 是 严谨 ， 也 有 些 
人 认为 这 是 故弄玄虚 。 它 所 有 的 命题 都 按照 一 个 确定 的 模式 
表述 ， 在 措辞 上 ， 它 把 “求解 问题 ”中 的 已 知 量 和 来 知 
量 ， 与 “求证 问题 ”中 药 假 设 和 结论 分 别处 理 成 是 相似 的 ， 
平行 的 。 事 实 上 ， 我 们 以 后 将 会 看 到 ， 这 两 类 问题 的 这 两 个 
主要 部 分 之 间 确 有 一 定 的 相似 性 和 平行 性 ， 这 从 解 题 者 的 观 
点 去 看 ;有 一 定 重要 性 。 然 而， 把 已 知 量 和 假设 混同 起 来 或 把 
来 知 量 和 结论 混同 起 来 ， 并 把 这 些 词 用 到 类 型 不 合适 的 问题 
上 去 ， 那 是 绝对 不 多 许 的 。 但 是 可 悲 的 是 这 些 重要 词汇 做 泪 
用 有 时 甚至 在 出 版 物 中 也 会 出 现 。 

5.15 计算 一 下 数据 个 数 。 一 个 三 角形 由 三 条 边 、 或 两 
边 夹 角 ， 或 者 一 边 二 角 所 矿 定 ， 但 不 能 由 三 个 角 确 定 。 确 定 
一 个 三 角形 要 有 三 个 独立 数据 (见习 题 1.43 和 1.44 ) 。 确 
定 一 个 变量 为 x 的 + 阶 多 项 式 需要 *#+1 个 独立 数据 ， 多 项 


4》 见 ESI，p,202! 旧 词 与 新 问 ，8 。 


式 表 达 式 中 的 n+ 1 个 系数 ， 或 是 多 项 式 在 点 x = 0，1，2， 
…，# 上 《或 在 任 杀 其 它 4+ 1 个 不 同 的 点 上 ) 的 值 等 等 。 有 
许多 类 重要 的 数学 对 象 ， 为 了 确定 它们 ， 需 要 有 一 定数 目的 
独立 数据 。 因 此 ， 当 我 们 解 一 个 求解 问题 时 ， 及 早 地 计算 一 
下 数据 个 数 常常 是 有 好 处 的 。 

5.16 确定 一 个 ? 边 多 边 形 ， 需 要 

(mn—1)+(n—-2)=(4-3)+n=3+2(n-3)=2n-3 
个 独立 数据 。 上 面 同一 数目 的 四 个 不 同 表达 式 告 诉 了 你 什 
人 么 ? 

5.17 要 确定 一 个 底 为 边 多 边 形 的 棱锥 需要 几 个 数据 ? 

5.18 要 确定 一 个 底 为 边 多 边 形 的 棱柱 (可 以 是 斜 的 7 
需要 多 少 个 数据 ? 

5.19 要 确定 一 个 "个 变数 的 阶 多 项 式 需 要 多 少 个 数 
据 ? 《多 项 式 的 项 具有 形式 ，cxi"4 xz …xom， 其 中 (为 常 


数 而 入 :十 帮 : 二 和 二 Pest 》 


第 六 章 ”扩大 模型 的 范围 


把 你 所 考虑 的 每 一 个 问 


司 题 ， 校 照 可 能 和 需 


要 ， 分 成 若干 部 分 ,使 它们 现 易 于 求解 。 


《 簿 卡 儿 全 于 


， 第 六 着 ，p.18， 方法论。 


萄 卡 儿 的 法 则 ， 在 没有 讲 清 问 分 解 的 技 瑟 


之 前 ， 是 很 少 有 用 的 。 


如 果 把 问题 分 成 一 


些 不 合 过 的 部 分 ， 只 会 增加 没有 经 验 的 解 


题 者 的 困难 。 


习 下 尼 兹 ， 这 失学 黄 作 集 》， 第 四 此。P.331。 


6.1 扩大 管 卡 儿 模 型 的 范围 
在 笛 卡 此 的 模型 里 有 一 套 


要 的 想法 ， 它 们 跟 列 方程 并 


不 一 定 有 什么 联系 。 本 章 将 着 手 于 阐发 这 套 想 法 中 的 一 些 部 
分 。 我 们 将 细致 地 从 方程 式 过 滤 到 更 一 般 的 概念 ,下面 我 们 从 
一 个 例子 开始 ,这 个 例子 从 有 些 方面 来 说 是 很 一 般 的 ,但 在 另 
一 些 方 夯 , 它 又 是 十 分 具体 的 ,可 以 为 以 后 的 讨论 提出 方向 。 
(1) 有 一 个 问题 ， 已 化 为 有 四 个 未 知 量 *:， x:， Xx， 和 
Xs 及 四 个 方程 的 方程 组 。 这 个 方程 组 有 一 个 特点 ， 好 并 不 
是 每 一 个 方程 都 含有 四 个 末 知 量 。 现 在 我 们 就 想来 强 油 一 下 
这 一 特点 ， 我 们 的 符号 将 清楚 地 表 出 哪 一 个 方程 含有 娜 些 末 
知 量 ， 而 忽略 掉 其 它 的 东西 。 现 在 把 这 四 个 方程 写 出 如 下 ， 
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rilx)=0 
raw Xs Xs)=0 
T(xX1 XsXa) =0 
felXisXa Ns Xa) = 个 
如 上 所 示 ， 第 一 方程 只 包含 第 一 个 未 知 量 x4， 下 面 两 个 方程 
包含 前 三 个 未 知 量 x:，% 和 xs， 而 具有 第 四 个 方程 包含 所 有 
四 个 未 知 量 。 
根据 这 个 情况 ， 我 们 显然 会 提出 以 下 解 题 方 案 ， 先 由 解 
x1 开 始 , 它 可 以 从 第 一 个 方程 中 求 得 。 得 出 x: 的 值 以 后 ,我 们 
看 出 下 两 个 方程 就 变 成 了 只 含 x:，xs 的 方程 组 ， 从 中 即 可 确 
定 出 下 两 个 未 知 量 xz 和 xs 。 得 出 xi，x%s 和 xs 以 后 ， 用 第 四 
个 方程 即 可 求 出 最 后 一 个 未 知 量 x.。 
{2) 我 们 设想 上 面 考虑 的 方程 组 表示 了 一 个 问题 的 条 
件 ,这 个 条 件 分 成 了 四 个 部 分 ,而 每 一 个 单个 方程 都 代表 了 整 
个 条 性 的 一 部 分 ( 即 条 件 的 分 款 )， 这 个 方程 表达 了 所 包含 的 
未 知 莉 签 此 之 间 以 及 它们 和 已 知 量 之 间 ， 是 怎样 由 条 件 中 对 
应 的 那 一 部 分 (分 款 ) 所 规定 的 关系 联系 起 来 的 。 此 外 条 件 还 
具有 一 个 特点 ， 邑 并 非 它 的 所 有 的 分 款 都 包含 着 全 部 的 未 和 | 
量 .我 们 的 符号 清楚 地 表明 了 哪 一 个 分 款 包含 了 邮 些 未 知 量 。 
当然 ， 即 使 我 们 没有 把 那些 条 件 的 分 款 翻 译 成 方程 式 ， 
或 者 芒 胸 我 们 不 可 能 把 那些 分 款 翻 译 成 方程 式 ， 这 时 我 们 还 
是 可 以 技 照 上 述 这 样 一 个 特殊 的 方式 ， 去 把 条 件 分 成 若干 个 
分 款 《 每 一 个 分 款 只 包含 特定 的 一 组 未 知 量 〉。 我 们 也 可 以 
猜想 ， 在 上 而 (1) 站 大 路 谈 过 的 那个 解 方 程 组 的 方案 ， 在 菜 
种 意义 上 说 ， 对 于 那些 未 被 代数 方程 表达 出 来 或 是 不 能 用 代 
数 方程 表达 出 来 的 条 件 的 分 款 组 来 济 ， 也 应 该 是 成 立 的 。 
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这 席 话 为 下 而 开辟 新 的 可 能 性 启示 了 广 辣 的 前 景 。 

《3) 为 了 更 清楚 地 看 到 这 些 可 能 住 ， 我 们 必须 重新 解释 
一 下 我 们 的 符号 。 

到 目前 为 止 ， 我 们 都 是 按照 常规 把 符号 r(xixa， yx) 
解释 成 未 知 量 《〈 各 变 蚌 ) <!，*。，…，xs 的 一 个 代数 表达 式 
(或 一 个 多 项 式 ， 或 一 个 函数 ) 。 因 此 ， 我 们 把 

和 (MX 

解释 为 联系 未 知 量 x;，x:，…，x 的 一 个 〔〈 代 数 ) 方程 。 如 
时 我 们 处 理 一 个 以 x1，x。，…，z*, 为 未 知 量 的 站 题 ， 这 样 一 
个 方程 就 表达 了 条 件 的 一 部 分 《一 个 条 件 分 款 ) ， 也 即 由 条 
件 扬 舰 定 的 未 知 量 Xx; x2,…,*; 与 已 知 量 之 间 的 一 个 关系 。 

我 们 并 不 想 推倒 这 个 解释 ,但 是 我 们 要 把 它 加 以 推广 :在 
条 件 的 分 款 没 有 被 翻译 成 一 个 方程 ,或 甚至 xyx:，…，xo 不 
是 未 知 的 数 ， 而 是 任何 类 型 的 未 知 的 事物 的 情况 下 ， 我 们 认 
为 符号 方程 


r(xis Xa, Tn) = 0 

也 表示 了 由 问题 的 条 件 所 决定 的 ， 和 包含 了 指定 未 知 量 (为 方 
便 计 ， 我 们 把 一 般 的 未 知事 物 统称 为 未 知 量 》x1 x，，…，*" 
的 一 个 关系 。 我 们 也 可 以 说 ， 这 样 一 个 符号 方程 表达 了 条 和 件 
的 一 部 分 (一 个 条 件 分 糯 》。 

要 真正 了 解 这 个 符号 推广 的 范围 ， 需 要 有 一 些 例 子 。 而 
要 使 我 们 确信 这 种 推广 是 有 用 的 则 还 需要 更 多 的 例子 。 

(4) 织 横 字 谍 "的 游戏 能 很 恰当 地 说 明 我 们 刚才 引进 的 

+ crossward ptlzzle 是 在 一 个 正方 形 或 长 方形 只 的 许多 小 格 
捉 ， 按 纵 机 方 的 起 入 《满足 一 定 条 件 的 》 适当 的 英文 字 的 填 字 游戏 。 
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符 吃 。 我 们 来 看 一 个 小 型 的 ) 例子 。*) 


恋 面 《 线 党 ) 
从 左 到 碳 从 上 到 下 
于 晴朗 天 空 的 颜色 。 4, 好 ， 较 好 ， 。 
(The colour of the (Good,better,——。) 
sky on a fine day,.) 
2. 不 难 。 5. 替 但 吃饭 时 一 一 刀 和 又 。 
Cnot difficult, > 《Hob 一 一 a knife and 


fork when he eats,) 
3, 史 带 文 生 看 见 风 把 6, 我 们 用 一 一 去 看 。 
风筝 一 一 高 空 。 
(Stevenson saw the {We see with—.) 
wind——the kites 
on hight,) 


4) 本 例 选 自 《基础 英语 (Essential English for Foreign 
Stvedents) 第 一 册 ，p。82。 
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在 纵横 字谜 游戏 中 ,未 知 量 是 字 。 设 x:，x2，…， xs 是 
我 们 这 个 字谜 里 的 六 个 未 知 的 英文 字 。x :和 x4 这 两 个 字 的 第 
一 个 字母 都 在 标 以 1 的 方 格 里 。 但 xi 是 从 左 到 右 水 平地 去 读 ， 
而 x 则 放 从 上 到 下 铅 直 地 去 读 。 对 于 m = 2,3,5 和 6， 英 文字 
xr 的 第 一 个 字母 应 该 在 标 以 的 方 格 里 。 如 果 要 把 蕴含 在 这 . 
个 方块 图 〈 由 一 些 标 有 数字 或 没有 标 数字 的 ， 黑 的 或 白 的 小 
方 格 组 成 ) 里 的 条 件 刻板 地 都 写 出 来 ， 我 们 便 可 以 得 出具 有 
21 个 条 件 的 条 件 组 。 

首先 ， 谜 面 〈 给 定 的 “线索 ”表示 了 六 个 最 明显 的 条 

” 符 。 我 们 用 
T1(%1)=0, r(xs)=0, + , rolxe)=0 
去 表示 它们 。 例 如 ， 符号 方程 r(x1) = 0 表示 的 条 件 是 说 英 
文字 x: 的 字义 是 指 一 种 颜色 ， 而 re(xe) = 0 是 要 求 用 一 个 英 
文字 去 填充 “我 们 用 一 一 去 看 ”这 一 断 缺 的 句子 ， 等 等 。 

从 图 上 还 可 以 看 到 ， 还 有 六 个 条 件 是 表示 这 六 个 未 知 区 

英文 字 的 长 度 〈 所 含 字母 个 数 ) 的 。 
TCX) = 0 ra(we)= 0 ra (Xe)=0 
例如 ，r (Xx,) = 0 就 表示 英文 字 x; 的 长 度 ， 旺 然 在 现在 这 个 
情况 下 ，x1，%s，…，、xe 都 应 是 由 四 个 字母 拼 成 的 字 。 

图 形 还 告诉 我 们 某 一 个 字 和 另 一 个 字 在 哪里 交叉 ， 

于 是 又 可 以 得 到 九 个 条 件 : 

Ts(XiyX4 = 0, ria(XisXs)=0, rialxi,Xn)=0 

ria(X2s%) = 0 riy(wayxs)=0 fia(x2sxe)= 0 

Ta(Xss Xs) = 0 Tro(Xs, Xs)=0, tal(x3sXe)=0 
例如 ， 符 号 方程 r; (Xx ,xs) = 0 表示 英文 字 *, 的 第 三 个 字母 
就 是 英文 字 xs 的 第 一 个 字母 ， 义 如 1 7(X: ,xs》=0 表示 英文 
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字 x, 的 第 三 个 字母 就 是 英文 字 xs 的 第 二 个 字母 ， 等 等 。 
现在 我 们 已 列 出 了 全 部 的 条 件 ， 它 们 的 总 数 等 于 
6+6+9=21 

(5) 一 般 地 ， 如 果 问 题 包含 有 # 个 未 知 量 ， 而 且 条 件 
已 经 分 成 了 /个 不 同 的 部 分 (条件 分 款 ) ， 则 我 们 得 到 一 组 
联系 个 未 知 量 的 个 关系 式 ， 它 们 可 以 通过 下 列 联系 这 ? 
个 未 知 量 的 ! 个 符号 方程 米 表示 
Xn) -0 
Ta(X. ,Xase sy Ns) =0 


Ti (Xs Xa, 


fix Ns Kn) = 0 
在 第 二 章 中 我 们 已 讨论 了 特殊 的 情形 ,在 那里 未 知 量 x， ,xy 
…， ar 都 是 未 知 数 ， 方 程 也 不 光 是 符号 的 ， 而 是 实在 的 代数 
方程 ， 并 且 != mr。 在 本 章 里 ， 我 们 经 常 考虑 的 将 是 一 些 类 似 
于 (1) 和 (人 2) 中 讨论 过 的 那 种 特殊 情形 ， 也 即 并 非 一 切 条 件 分 
款 都 包含 着 全 部 未 知 量 的 情形 。 

《6) 可能 会 发 生 这 样 的 事 ， 即 两 个 问题 可 用 同一 组 符号 
方程 来 表示 。 这 样 的 问题 所 涉及 的 也 许 是 非常 不 同 的 事情 ， 
但 它们 有 共同 之 处 ， 他 们 诗 某 些 (比较 抽象 的 ) 方 面 是 彼此 相 
似 的 ,我 们 可 以 把 它们 归 为 周一 类 。 按 照 这 种 办 法 我 们 可 以 得 
到 一 个 新 的 ， 更 为 单纯 的 问题 (求解 的 问题 ) 的 分 类 法 。 这 
个 分 类 法 对 我 们 的 研究 有 什么 好 处 吗 ? 如 果 丙 个 问题 可 用 同 
一 组 符号 方程 类 示 , 有 一 个 可 同时 适用 于 它们 的 解 题 程序 吗 ? 

我 想 ， 这 是 一 个 很 好 的 问题 。 虽 然 话 说 得 太 
得 一 定 很 有 用 ， 但 它 会 有 助 于 我 们 了 解 将 要 讨论 的 一 些 特殊 
情形 。 
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8 6.2 扩大 双轨 迹 重 型 的 范围 

在 上 节 中 ,我 们 已 经 勾画 出 了 一 个 非常 一 般 的 画面 。 怎 样 
才能 把 我 们 前 面 所 学 的 家 西 纳入 这 个 画面 呢 ? 怎样 才能 把 我 
们 最 先 接触 的 那个 双轨 迹 模型 纳入 这 个 画面 呢 ? 

5I)》 如果 我 们 扩大 一 下 术语 的 含义 ， 就 可 以 给 出 清楚 的 
园 答 。 

在 处 理 几何 作 图 问题 时 ， 我 们 提 到 过 “轨迹 ”。 这 个 轨 
迹 实际 上 就 是 一 些 点 的 集合 。 下 面 我 们 将 轨迹 一 词 的 含义 加 
以 推广 ， 把 一 个 以 特定 的 方式 出 现在 问题 求解 中 《 见 下 面 的 
例子 ) 的 集合 称 为 是 一 条 轨迹 。“ 和 集合 ” 这 个 词 已 经 有 了 那 
末 多 的 同义词 “一 类 对 象 ， 一 堆 东 西 ， 个 体 的 综合 ， 一 个 
旦 等 等 ， 见 习题 ,51) ， 因 此 再 变 说 点 什么 就 成 为 画蛇添足 
了 。“ 轨 迹 ” 这 个 词 ， 可 以 引起 我 们 在 求解 初等 几何 问题 上 
的 许多 回忆 ， 因 面 当 我 们 下 面 去 处 理 其 他 一 些 比 较 难 的 问题 
时 ， 借 助 于 类 比 ， 它 也 许 会 启发 我 们 去 想 出 一 些 有 用 的 步 又 

《2)》 平面 上 一 个 点 的 双 讨 迹 。 我 们 回 到 本 书 最 初 讨论 过 
的 第 一 个 例子 :给 定 三 边 ， 求 作 一 三 角形 。 

让 我 们 回顾 一 下 这 个 热 悉 的 解法 51.2) 。 先 作出 一 
条 边 a， 这 样 便 固定 了 所 求 三 角形 的 两 个 顶点 8 和 C。 独 下 来 
还 要 求 一 个 顶点 ， 把 未 知 量 的 第 三 个 顶点 记 作 *。 条 性 要 求 x 
必须 满足 下 述 两 款 : 

Cr 点 % 到 给 定 顶 点 C 的 距离 为 ， 

《72) 点 * 到 给 定 顶 点 的 距离 为 <。 

利用 $6.1 引 进 的 符号 ， 我 们 可 以 把 这 两 个 条 件 (r,) 和 
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《ra) 写 成 两 个 符号 方程 
r(x)=0 
T(x)=0 
. 满足 第 一 个 条 件 (+,) 〔 第 一 个 符号 方程 ) 的 点 布 满 了 一 
个 圆周 圆心 为 C， 闪 径 为 6》。 这 个 圆周 就 是 由 所 有 满足 
条 件 (r1) 的 点 组 成 的 集合 或 轨迹 。 满 足 第 二 个 条 件 (7,) (第 二 
个 符号 方程 》 的 点 的 胃 迹 是 另 一 个 贺 周 。 于 是 ， 记 提问 题 的 
解 一 一 点 x 应 当 同 时 满足 这 两 个 条 件 ，、 它 必须 同时 属于 这 两 
个 轨迹 。 因 此 ， 这 两 个 轨迹 的 交点 就 是 所 提问 题 的 解 集合 。 
这 个 集合 包含 两 个 点 ， 所 以 有 两 个 解 ， 即 关于 BC 边 彼此 对 
称 的 两 个 三 角形 。 
(3) 室 间 中 一 个 点 的 三 轨迹 。 下 面 我 们 类 考虑 一 个 立体 
九 何 疝 题 ， 它 是 我 们 在 《2) 中 刚刚 讨论 过 的 简单 平面 几何 问 
是 的 类 比 ， 给 定 六 全校 ， 求 一 四 面体 。 运 用 我 们 刚才 在 (2) 
中 提 到 的 步骤 ， 我 们 先 作 四 面体 的 底 ， 它 是 一 个 由 给 定 的 三 
个 枝 围 成 的 三 角形 。 作 出 底 之 后 ， 我 们 就 得 到 四 面体 的 三 个 
顶点 ， 记 为 4， 召 和 C。 剩 下 来 还 村 求 一 个 顶点 ， 把 未 知 的 第 
四 个 顶点 记 为 x，x 到 已 经 确定 下 来 的 三 个 顶点 的 距离 分 别 
是 a，6 各 c 。 条 件 要 求 点 x 满足 下 述 三 款 
《ri) * 到 点 4 的 距离 为 
《rf1)* 到 点 卫 的 距离 为 58， 
人 ra)x 到 点 C 的 距离 为 “。 
利用 $6.1 中 引进 的 符号 ,我 们 把 这 三 全 条件 (71),(r7;) 
和 人 fs) 写成 三 个 符号 方程 
r(x)=0 
ra(x)=0 
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r(x)=0 

满足 第 一 个 条 件 (r,)( 第 一 个 符号 方程 ) 的 点 x 布 满 了 一 
个 球面 《 球 心 为 4， 半径 为 a)。 这 个 球面 就 是 由 所 有 满足 
条 件 (71) 的 点 组 成 的 集合 或 轨迹 。 另 外 两 个 条 件 的 每 一 个 也 
都 对 应 一 个 球面 ， 它 就 是 满足 于 个 条 件 的 点 的 轨迹 。 于 是 ， 
所 提 的 关于 西 面 体 的 问题 的 解 一 一 点 x 应 当 同 寻 满 足 三 个 条 
件 ， 它 必须 同时 属于 这 三 个 轴 迹 。 因 此 ， 这 三 个 轨迹 《三 个 
球面 ) 的 交点 就 是 所 提问 题 的 解 集合 .这 个 集合 包含 两 个 点 ， 
所 以 有 两 个 解 ， 即 关于 三 角形 48C 所 在 的 平面 彼此 对 称 的 
两 个 四 面体 。 

(4) 一 般 对 象 的 轨迹 。(2) 和 (3) 中 讨论 过 的 例子 也 许 会 
使 我 们 想起 第 一 章 中 解 过 的 属 手 这 同一 模型 的 其 它 问题 。 在 
这 些 例 子 的 背后 ， 我 们 可 以 看 到 一 般 的 情形 。 

问题 的 未 知 量 是 *。 问 题 的 条 件 分 成 ! 个 分 款 ， 我们 用 
有 个 符号 方程 的 方程 组 来 表示 : 

Ti(X)=0, rx)=0, 7 TAX)=0 
满足 第 一 个 条 件 分 款 〈 由 第 一 个 符号 方程 表示 ) 的 对 象 * 组 
成 一 个 确定 的 集合 ， 我 们 称 之 为 第 一 条 轨迹 。 满 足 第 二 个 分 
款 的 对 象 组 成 第 二 条 轨迹 ，…， 满 足 最 后 一 个 分 款 的 对 象 组 
成 第 ! 条 轨迹 。 所 提问 题 的 解 一 一 对 象 * 必 须 满足 全 部 条 件 ， 
即 所 有 1 个 条 件 分 款 ， 因 此 它 必须 属于 所 有 这 1 条 轨迹 。 另 
一 方面 ， 任 何 一 个 对 象 如 果 同 时 属于 工 条 轨迹 ， 即 同时 满 
是 1 个 条 件 分 款 ， 它 就 是 所 提问 题 的 一 个 解 。 简 证 之， 这 
二 条 轨迹 的 交 组 成 了 解 集合 ， 即 满足 所 提问 题 的 条 件 的 全 部 
太 的 集合 。 

以 上 讨论 大 大 推广 了 双轨 迹 模型 ， 它 提示 了 一 个 能 适用 
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于 无 数 多 种 情形 ， 能 行 之 于 几乎 一 切 问 题 求解 的 方案 : 首 
先 ， 把 条 人 分 成 适当 的 分 款 ， 然 后 作出 对 应 于 各 个 分 坎 的 绩 
迹 ， 最 后 ， 找 出 这 些 轨 迹 的 交 ， 由 此 得 出 问题 的 解 。 在 评价 
这 一 方案 之 前 ， 让 我 们 先 考虑 一 些 具体 例子 。 。 

(5) 一 条 直线 站 双轨 迹 。 给 定 >，j 和 <， 求 作 一 三 
形 。 

读者 应 当 记 得 次 第 一 章 中 所 用 的 符号 ， 了 表示 三 角形 内 
切 圆 的 半径 ，jo 表示 边 a 上 的 高 ，a 表示 边 a 的 对 角 。 

这 个 问题 并 不 那 来 容易 ， 但 开头 的 几 步 却 是 比较 明显 
的 。 你 能 解 出 问题 的 一 部 分 吗 ? 我 们 可 以 很 容易 地 画 出 所 求 
图 形 的 一 部 分 ， 一 个 半径 为 了 的 图 和 它 的 两 条 来 角 是 < 的 切 
线 。 (请 注意 ， 过 两 衣 点 的 两 个 半 和 会 间 的 夹 角 为 180" 一 x。) 
骨 4 的 项 点 即 所 求 三 角形 的 项 点 4。 于 是 问题 归结 为 作 一 条 
{元 限 ) 直 线 ， 使 得 4 所 对 的 边 就 是 它 上 面 的 一 个 线段 。 在 我 
位 已 经 作出 了 上 述 一 部 分 图 形 之 后 ， 这 条 所 要 求 的 直线 就 是 
我 们 的 未 知 量 ， 记 为 x。 

直线 x 所 要 满足 的 条 件 由 两 个 分 款 组 成 

《71) x 是 已 作出 的 半径 为 7 的 圆 的 切线 ， 

(7:)- 立 到 给 定点 4 的 距离 为 定 值 h。 

* 的 第 一 条 轨迹 是 半径 为 7 的 圆 的 切线 集合 。 

* 的 第 二 条 轨迹 是 圆心 为 4 半径 为 的 图 的 切线 集合 。 

两 条 轨迹 的 交 由 此 两 圆 的 公共 切线 组 成 ， 我 们 可 以 作出 ， 
这 些 切 线 ， 见 8 1.6(1) 和 习题 1,32。 

(事实 上 ,只 有 外 公 切 线 的 情形 能 够 解答 所 提出 的 问题 ; 
因为 内 公 切 线 或 者 是 不 在 在 钓 ， 而 当 它 存在 时 ， 半 径 为 7 的 
圆 不 是 它 的 内 切 图 而 是 它 的 旁 切 问 。) 
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把 两 个 加 的 公 切 线 当 作 是 直线 的 双轨 述 的 交 是 一 个 有 用 
的 看 法 ， 如 果 我 们 把 一 些 类 似 的 和 情形 也 包括 进来 〈 特 别 是 对 
其 中 一 个 网 退化 为 一 个 点 的 极端 请 形 )， 则 这 种 看 法 就 更 有 
价值 了 。 

(6》 一 个 立体 的 三 轨迹 。 设 计 一 个 “三 用 塞 子 ”， 使 得 
它 恰好 能 塞 进 三 个 不 同 的 孔 ， 一 个 是 圆 的 ， 一 个 是 方 的 ， 还 
有 一 个 是 三 角形 的 。 

其 中 下 的 直径 ， 正 方形 的 边 和 等 肋 三 角形 的 底 及 高 都 个 
此 相等 ， 见 图 6.1。 
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钴 6.1 三 用 财 子 的 三 个 孔 。 

上 上述 问题 ， 若 用 几何 的 话 来 说 ， 就 是 所 求 立体 的 三 个 正 
交 投影 应 该 与 给 定 的 三 个 图 形 重合 。 我 们 假定 这 三 个 捞 影 的 
方向 互相 重 直 《事实 上 ， 这 个 假定 对 问题 作 了 一 些 限 沉 》。 
我 们 的 未 知 量 是 一 个 立体 ， 记 为 Xx。 问题 的 条 件 由 三 个 分 款 
组 成 : 

(r1) x 在 地 板 上 的 投影 是 一 个 图 ， 

《ra) x 在 正面 墙 上 的 投影 是 一 个 正方 形 ， 

(ra) * 在 侧面 墙 上 的 投影 是 一 个 等 跟 三 角形 。 

这 个 意思 就 是 说 ， 我 们 把 这 个 立体 放 在 一 个 长 方 体 的 房 
间 里 ， 所 以 这 些 投影 是 正 交 的 ， 三 个 图 形 的 大 小 ( 见 图 6.1) 
在 上 言 的 说 黄 中 己 经 交代 了 。 

让 我 们 考察 第 一 个 加 迹 ， 即 满 足 条 件 (r,) 的 立体 的 集 
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合 。 将 给 定 的 贺 放 在 地 估 上 上 。 考 感 任 何 一 条 通过 同 画 积 的 元 
暴 往 直 直线 ， 称 为 近 根 “纤维 ”。 这 些 纤维 构成 -个 无 限 的 
疙 柱 ， 所 给 的 圆 是 它 的 一 个 横 截面 。 如 果 立 体 x 包 含 在 此 加 
柱 内 ， 并 至 少 含有 每 根 纤维 的 一 个 点 ， 那 末 x 就 满足 第 一 个 
分 款 (r:)。 所 有 这 种 立体 组 成 的 集 台 就 是 第 一 条 轨迹 。 

正 象 第 一 条 轨迹 是 一 个 无 限 铝 直 圆柱 -- 样 ， 其 人 两 个 加 
迹 分 别 是 两 个 无 限 水 平 捷 柱 。 对 应 于 (7,) 的 校 往 的 模 截 面 是 
一 个 正方 形 ， 如 果 这 个 棱柱 是 南北 走向 的 , 那 未 对 应 于 (ra 
( 措 截 醒 为 三 角形 的 楼 柱 就 是 杰 西 走向 的 ， 见 图 6.2。 
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图 6.3 最 好 的 三 用 密 子 


任何 同时 属于 这 三 条 轨迹 的 立体 ， 就 是 我 们 问题 的 解 ， 
即 一 个 “三 用 蹇 于”。 此 类 立 体 中 体积 最 大 的 一 个 是 三 个 无 
限 图 形 一 一 一 个 图 柱 和 两 个 棱柱 的 交 。 其 形状 见 图 6.3。 

为 什么 是 体积 最 天 的 那 一 个 昵 8 试 工 绘 这 个 立体 表面 
的 各 个 不 同 部 分 。 试 求 此 问题 的 其 它 解 。) 

(7) 一 个 字 的 到 娄 证。 在 一 个 允许 有 双关 语 和 字母 可 以 
重 排 的 字谜 里 ， 给 出 的 这 断 《〈 线 索 ) 是 ， 

“rash aye 《七 个 字母 的 字 ) 的 字形 是 没有 根据 的 。? 
[This form of rash aye is no proof(7 lette:s)] 

这 是 一 个 有 缺陷 欧 组 句 。 它 似乎 是 这 个 意思 ，“ 如 果 你 
肯定 得 太 快 ， 那 就 什么 也 没有 证 明 。” 对 不 过 ， 我 们 怀疑 ， 
把 某 些 率 蝇 附会 的 意思 剧 到 解 字 谜 的 谜 面 :线索 ) 里 去 是 不 是 
反而 会 把 我 们 引入 收 途 。 这 里 也 许 有 一 条 更 好 的 路 ， 即 应 该 
把 “… 的 字形 ”理解 成 “… 字 的 重 排 ”。 因 此 我 们 可 以 试 着 
把 这 个 这 面 〈 线 索 ) 照 下 面 的 办 法 去 解释 。 

未 知 量 * 是 一 个 字 。 条 件 由 下 面 两 部 分 组 成 : 

(ri) x 是 七 个 字母 RASHAYE 的 一 个 重 排 ， 

《ra) 《x 是 没有 根据 的 ”是 一 个 有 意义 的 《或 者 是 常 
用 的 } 短语 。 

让 我 们 米 分 析 一 下 这 个 解释 。 字 迹 的 条 件 简明 地 分 成 了 
两 个 分 款 ， (71) 是 关于 这 个 字 的 拼 法 ，(7;) 是 它 的 意思 。 知 
一 个 分 款 都 对 应 着 一 条 “轨迹 ”， 但 是 这 些 执 迹 并 不 象 前 而 例 
于 星 的 轨迹 那样 好 办 。 

第 一 条 轨迹 尾 十 分 清楚 的 ， 我 们 可 以 把 七 个 字母 

AAEYHRS 
，) rash aye 的 中 文 意思 是 “轻率 的 名 同 ”。 


按 2520 种 不 同 的 方法 去 排 〔 读 者 现在 不 必 去 验证 这 个 数 是 怎 
桩 按 导 出 来 的 ， 实 际 上 它 就 是 21》 ,如 果 一 定 需要 的 话 ,我 们 


可 以 把 这 七 个 字母 的 2520 种 不 同 的 ( 斌 没有 重复 的 ,也 没有 泪 
掉 的 ) 排 法 全 部 写 出 来 ， 这 就 把 条 件 (r:) 所 允许 的 可 能 情形 
全 部 列 出 来 了 ， 也 就 是 说 ， 把 (7 ) 对 应 的 执 迹 完整 地 描述 或 
考 构造 出 来 了 。 然 而 这 实在 是 太 麻 需 和 太 浪费 了 (许多 元 音 和 

溶 的 胡乱 排列 在 英文 里 是 不 允许 的 ) 。 而 且 ， 这 种 把 一 切 
情形 都 机 械 地 列 出 来 并 不 是 我 们 的 目的 ， 它 不 符合 这 个 游戏 
的 精神 。 因 此 ， 如 果 不 是 从 原理 上 而 是 从 实践 上 去 看 的 话 

对 应 于 (六 ) 的 这 个 轨迹 是 不 好 表示 的 ， 是 难以 处 理 的 。 

对 应 于 分 款 (7,) 的 轨迹 不 止 是 不 好 表示 出 来 ， 面 且 还 是 
含糊 不 清 的 。 如 果 英 文字 x 已 经 有 了 ， 盖 语 “ x 是 没有 根据 
的 ”有 意义 吗 ? 它 是 一 个 常用 的 短语 玛 ? 在 许多 司 形 下 ， 回 
答 是 成 问题 的 。 

因此 ， 根 据 不 同 的 理由 ， 两 个 轨迹 中 的 任何 一 个 都 是 不 
好 处 理 的 ， 都 设法 顺利 地 描述 和 狗 造 出 来 。 当 然 就 更 谈 不 到 
有 什么 确定 的 步 踊 去 找 这 两 个 轨迹 的 交 了 。 但 是 ， 把 整个 条 
件 分 成 两 个 不 同 的 分 款 ， 而 所 求 的 字 必 须 同 时 满足 它们 ， 这 
种 作法 仍然 是 有 宰 益 的 。 先 集中 注意 于 条 件 的 一 个 分 款 ， 然 
后 是 另 一 个 ， 考 虑 几乎 所 有 满足 一 个 分 款 〈 或 是 另 一 个 ) 的 
字 ， 从 这 个 方向 试 一 下 ， 再 从 那个 方向 试 一 下 ， 把 我 们 记忆 
里 库存 的 所 有 字 和 短 诸 都 翻腾 翻腾 ， 最 后 要 找 的 这 个 字 就 会 
显现 出 来 。〈 参 阅 习 题 6,9。) 

(我 们 这 里 强调 了 两 个 分 款 (ri) 和 {r: ) 中 没有 一 个 是 容 
易 处 理 的 一 一 这 一 点 对 评价 我 们 所 考虑 的 这 个 一 般 方案 是 必 
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要 的 。 然 面 ， 实 际 上 ， 两 个 分 款 中 总 有 一 个 要 比 另 一 个 容易 
处 理 些 一 一 这 对 于 解决 我 们 手头 的 难题 也 许 是 有 价值 的 。》 


86.3 从 哪 一 个 分 款 着 手 

在 上 节 里 我 们 所 讨论 过 的 各 种 类 型 的 问题 都 是 按 疝 一 个 
数学 模型 (我 们 称 为 “i 个 轨迹 的 模型 ”) 去 求解 的 。 不 过 我 
们 还 剩 下 一 个 没有 解 ， 即 8 6.2 景 后 (7) 里 那个 问题 。 困 难 是 
什么 呢 ? 我 们 已 经 把 条 件 成 功 地 分 解 成 两 个 简洁 的 分 款 ,但 我 
们 没 法 处 理 对 应 于 这 些 分 款 的 轨迹 ， 我 们 不 能 把 这 些 轨迹 全 
部 列举 或 顺利 描绘 出 来 ， 因 些 作 不 出 它们 的 交 。 

有 时 候 我 们 遇见 一 些 情形 ， 虽 然 也 有 这 种 困难 ， 但 还 没 
有 到 极端 的 程度 ， 对 这 种 情形 我 们 也 许 能 够 起 出 办 法 去 处 理 
它们 。 

{1) 一 个 字 的 双轨 迹 。 在 一 个 允许 双关 语 和 字母 可 以 重 
排 的 字谜 里 ， 谜 面 〈 即 线索 ) 是 : 

“4 两 边 都 是 平 的 〈 五 个 字母 ) ” [Flat both ways {5 
letters).] 

在 作 过 一 些 尝试 以 后 ， 我 们 会 导致 下 面 这 个 解释 ， 示 知 
量 是 一 个 字 x 。 条 件 由 两 个 分 款 组 成 ， 

Cr) x 的 字义 是 “ 平 的 ? 《flat) ， 

(rs) % 有 五 个 字母 ， 把 它 倒 过 来 念 也 还 是 “ 平 的 意思 。 

我 们 从 哪 一 个 分 款 开 始 着 手电 ?这 里 是 有 差别 的 。 要 有 
效 地 去 处 理 分 款 (r*)， 你 就 必须 在 你 脑子 里 开 列 一 串 五 个 字 
组 成 的 字 的 单子 ,其 中 每 一 个 字 倒 过 来 念 意思 都 是 一 样 的 。 我 
想 我 们 几乎 没有 人 脑子 里 存 着 这 样 一 个 单子 。 但 是 我 们 中 多 
数 人 却 都 能 回忆 起 一 些 或 多 或 少 含有 “ 平 ?这 个 意思 的 字 。 我 
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们 应 该 当 它们 在 脑海 里 浮现 出 来 时 检验 它们 姨 否 还 满足 分 款 
《rz)。 下 面 就 是 这 样 一 些 字 : 、 

eyen (平等 的 ) ，smooth( 平 汕 的 ),unbroken--pPlain 
- (平整 的 , 平易 的 )，duli 一 horizontal (平庸 的 ,水 平 的 )， 
当然 还 有 level ( 平 的 ) 1 D 

《2》 让 我 们 试 着 分 析 一 下 前 面 这 个 求解 过 程 中 的 最 本 质 
的 东西 。 

分 数 (71) 从 全 部 字 这 个 大 范围 里 挑选 出 一 个 小 的 字 集 合 
来 ， 其 中 有 一 个 就 是 谜底 〈 解 ) 。 分 款 (7:) 做 的 是 同 一 件 
事 ， 不 过 这 里 有 一 个 差别 这 种 挑选 对 一 种 情况 来 说 要 上 比 另 
一 种 情况 来 得 容易 些 。 在 这 里 我 们 处 理 (r:) 要 比 (rz) 更 有 
办 法 些 。 我 们 是 先 用 了 较 容易 处 理 的 分 款 来 作 第 一 次 选择 ， 
然后 再 用 较 难 处 理 的 分 款 去 作 第 二 次 选择 。 作 好 第 一 次 选择 
是 比较 重要 的 ， 我 们 第 一 次 是 从 全 体 字 这 个 庞大 的 容器 里 去 
挑选 元 素 ， 而 第 二 次 是 从 第 一 次 选 得 的 那个 大 大 限制 了 的 胃 


迹 里 去 挑选 元 素 。 
这 里 窗 意 古 简单 的 ; 每 一 个 分 款 都 对 应 一 条 轨迹 。 我 们 


应 当先 从 能 较 完 整 或 较 快 地 得 到 的 那个 轨迹 开始 着 手 。 这 样 
做 ， 你 就 可 以 避免 把 世 有 对 应 于 其 他 分 款 的 那些 轨 碍 都 作出 
来 : 因为 你 只 要 在 第 一 条 轨迹 里 再 用 其 他 那些 分 款 去 挑选 元 
素 就 行 了 。 

(3) 一 个 三 元 未 知 量 的 双轨 述 。 船 长 有 多 大 年 纪 ? 他 有 
儿 个 孩子 ? 他 的 船 有 多 长 ? 我 们 只 知道 这 三 个 所 要 求 的 鉴 
数 的 滋 积 是 32118。 船 的 长 度 用 中 表示 ( 即 洛 干 狠 ), 船 长 有 车 


1 HSi, 分 解 和 重新 组 合 8 ypp。 83 一 84， 那 里 也 有 一 个 十 分 类 
仆 的 例子 ， 而 县 也 考虑 到 了 本 节 那 个 重 归 的 思想 。 
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于 个 (大 于 工 ) 几 予 和 若干 个 (大 于 二 ) 女 儿 ， 怨 药 年 龄 比 他 药 
护 子 数 要 大， 但 他 还 不 到 100 岁 。 
这 个 题目 要 找 的 是 三 个 数字 ， 令 


* >» 2 
分 别 表 示 船 长 的 
孩子 数 年 龄 船 的 长 度 


把 问题 想象 成 下 面 这 样 是 有 好 处 的 : 即 我 们 只 有 一 个 未 知 量 ， 
它 不 是 一 个 数 而 是 一 个 三 元 未 知 量 ,一 个 三 元 数组 (x,y, 2)。 
把 问题 八 述 星 所 提出 的 条 件 分 解 成 合适 的 一 些 分 浆 是 一 
件 十 分 重要 的 事 。 这 需要 对 问题 的 一 些 细节 和 条 件 所 有 可 能 
的 重新 组 合作 周密 的 考虑 。 在 经 过 若干 营 试 为 了 节约 篇 幅 
我 们 跳 过 这 些 ) 以 后 ， 我 们 得 到 下 列 丙 个 分 款 ， 
(roDx，y 和 z 都 是 大 于 工 的 正 数 ， 且 
YJZ= 32118 
(rs) 4&X<yL100 
我 们 先 从 两 个 分 款 的 哪 一 个 着 手 呢 ? 当然 大 从 (r,) 先 开始 
因为 它 只 有 有 限 多 种 可 能 性 ， 而 (7，) 对 < 一 点 限制 也 没 有， 
刻 似 会 有 无 穷 多 种 情况 。 
于 是 我 们 来 分 析 (r,)》。32118 可 以 被 6 除 尽 ， 因 而 很 容 
” 易 把 它 分 解 成 素数 因子 的 乘积 ; 
32118=2x8x53x101 
为 了 把 它 写 咸 三 个 因子 的 乘积 ， 我 们 必须 把 四 个 素数 中 的 两 
个 并 成 一 个 。 于 是 只 有 六 种 不 同 的 分 解 方法 ， 使 得 32118 可 
以 写 威 三 个 部 不 等 于 1 的 因子 的 邓 积 
6 x53x101 
3x 101x 106 
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3 x53x202 
2x101x159 
2 x53x 303 
2 x 3x5353 
在 这 六 种 可 能 性 中 ， 只 有 第 一 个 是 满足 分 款 (r，) 的 ， 因 此 我 
们 得 出 
X=6, y=53, 2=101 
船长 有 六 个 孩子 ， 他 有 53 岁 ， 他 的 船长 为 101 趴 。 
在 这 个 简单 智力 问题 的 解法 中 ， 那 个 关键 的 想法 ( 它 即 
使 对 于 比较 复杂 的 题目 也 是 经 常 可 以 使 用 的 》 是， 从 整个 条 
件 中 分 离 出 一 个 “主要 的 ”分 款 来 , 它 的 存在 只 有 少数 几 个 可 
能 性 ， 然 后 再 利用 猎 下 的 那些 “次 要 的 "分 款 在 这 些 可 能 性 中 
去 进行 挑选 2) 。 
*(4) 一 个 函数 的 双 软 迹 。 有 一 类 在 物理 和 工程 技术 中 每 
天 都 变 遇 到 的 十 分 重要 的 数学 问题 ， 它 的 条 件 很 自然 地 分 成 
两 个 分 款 : 由 微分 方程 和 初始 或 边界 条 件 去 确定 一 个 函数 ,下 
面 是 - -个 简单 的 例 了 ， 未 知 量 ”是 自 变量 上 的 一 个 函数 ， 我 
们 骏 求 它 满足 
{ri 
的 函数 ， 
(74) 初始 条 件 ， 当 t= 0 时 ，x= 1， 有 从 0， 


我 们 是 从 微分 方程 着 手 呢 还 是 从 初始 象 件 着 手 ? 这 依赖 
于 给 定 函 数 /(x，) 的 性 质 。 


2) 参见 习题 2,69，2.70 和 2,71。 


和- 其 中 /(z, 为 是 一 个 给 定 
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第 一 种 情形 。 取 J(x，t) = x， 则 微分 方程 是 
本 
di 
这 个 微分 方程 属于 少数 几 个 可 初等 求解 的 特殊 类 型 中 的 一 
个 ， 它 的 “ 通 解 ”能 明确 写 出 来 。 实 际 上 ， 满 足 微分 方程 的 
函数 的 最 一 般 形 式 是 : 
X= Acostt Bsint 
这 里 4 和 B 是 任意 常数 《积分 常数 ) ， 这 样 我 们 便 得 到 了 对 
应 于 分 款 (r1) 的 “轨迹 ”。 
现在 转向 分 就 (7,)， 我 们 利用 它 从 刚才 得 出 的 第 一 条 轨 


迹 里 把 所 要 的 解 挑 出 来 ， 在 * 和 -9 的 表达 式 中 令 f=0， 则 
由 初始 条 件 便 得 


一 区 


A=1, B=0 
X=cost 
第 二 神情 形 。 假 定 我 们 研究 了 微分 方程 ， 但 并 未 找 出 它 
的 通 解 《或 是 它 的 任何 解 ) ， 我 们 决定 不 再 在 这 方面 努力 
了 。 那 末 ， 下 一 步 我 们 该 怎么 办 呢 ” 我 们 应 该 从 分 款 (r1) 积 
(rs) 中 的 哪 一 个 其 手 呢 ? 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 先 用 (7r; ;我们 设 x 是 一 个 ! 的 
筹 汲 数 ， 它 的 最 初 的 系数 可 以 由 初始 条 件 决定 ， 测 下 的 那些 
系数 ua ，zxa，u ，… 暂 时 还 是 不 确定 的 《事实 上 ， 它 们 就 是 
我 们 的 未 知 景 ， 见 习 古 3.81) 。 于 是 有 ， 
X= tat + ut + ttt + 
这 样 ， 从 某 种 意义 上 讲 ， 对 应 于 分 款 (7，) 的 轨迹 就 已 经 得 出 
来 了 。 我 们 再 转向 第 一 个 分 款 (7,)， 由 微分 方程 去 确定 剩 下 
的 系数 4。，#s，、w。，*… 如果 可 能 的 话 ， 利 用 递归 的 方法 ， 
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见习 题 3,8i) 。 

请 注意 ， 在 任何 情况 下 ， 缴 分 方程 都 比 初 始 条 件 要 “ 挑 
剔 ” 得 更 拟 害 些 〈 即 大 大 限制 了 被 选择 函数 的 范围 ) 。 风 为 
分 款 (r:) 只 确定 圭 级 数 的 两 个 系数 :而 微分 方程 (条 件 Cr: )) 
则 必须 确定 剩 下 的 那 无 穷 多 个 系数 。 上 面 这 个 情况 表明 了 从 
限制 得 厉害 的 分 款 着 手 并 不 总 是 景 好 的 。 


86.4 扩大 递归 模型 的 范围 
上 一 节 我 们 已 经 注意 到 了 条 件 的 各 个 分 款 之 冯 的 一 个 重 
要 的 区 别 ， 我们 有 理由 《有 时 甚至 是 很 强 的 理由 ) 认为 从 某 
一 个 分 款 着 手 要 比 从 另 一 个 分 款 若 手 来 得 更 好 些 。 当 然 ， 这 
时 还 有 旦 限制 ， 因 为 我 们 迄今 考虑 的 仅 是 一 个 未 知 量 的 情形 
(但 这 并 不 是 一 个 真正 的 限制 ， 关 于 这 一 点 请 参考 85.5 的 
讨论 ) 。 下 面 就 让 我 们 来 考虑 多 个 未 知 量 的 情形 。 
(1) 第 三 章 里 考虑 过 的 儿 个 例子 给 我 们 提示 了 一 个 重要 
的 一 般 情形 。 设 4 个 未 知 量 X ,x2，%s，… ,Xo 满足 下 列 # 个 条 
件 ; 
ri(x1)=0 
Yatf%iy Xo)=0 
ralXis Kay Xs)=0 
(Xi YX2 Xes sy Xa)—0 
这 个 特殊 的 ”个 关系 组 不 仅 告诉 我 们 应 该 从 哪里 着 竹 ， 而 且 
还 告诉 我 们 底下 该 怎 桩 继续 做 下 去 。 实 际 上 ， 它 提出 了 一 个 
完整 的 解 题 方案 ， 首 先 从 六 开始 ， 它 下 以 由 第 一 个 关系 式 去 
确定 。 得 到 %: 以 后 ， 从 第 二 个 关系 式 便 可 以 确定 zz。 得 到 xi 
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种 x: 以 后 ， 从 第 三 个 关系 式 又 可 以 确定 xs， 如 此 下 去 ; 每 
次 都 按 次 序 确定 未 知 量 x1，*:，…，** 中 的 一 个 ， 利 用 已 经 
得 到 的 那些 未 知 量 的 值 就 可 以 确定 下 一 个 未 知 量 的 值 。 只 要 
第 r\ 个 关系 式 是 方程 


TRYX1 Xzy 7 Kats X=0 
则 这 一 方案 就 一 直 可 以 顺利 进行 下 去 ， 因 为 我 们 都 可 以 把 
各 用 ，%z， st-1 表示 出 来 ，( 对 R=1，2，…， 四。 


如 果 第 & 个 方程 关于 xx 是 线性 的 〈 当 然 ，x 的 系数 应 当 不 等 
于 0) ， 情 况 就 变 得 特别 顺利 。 

这 就 是 着 轨 的 模型 ， 即 用 递归 的 方法 ， 或 者 说 借助 于 前 
面 已 经 得 到 的 x1，*%，，…，%4-1 去 确定 4。 

根据 这 个 模型 ， 我 们 可 以 简单 地 一 步 一 步 朝 前 走 ， 从 x， 
开始 ， 解 得 x, 后 去 求 : , 解 得 Xx: 后 就 去 求 xs ,这 样 一 直 做 下 
去 看 上 去 是 最 明显 和 最 自然 不 过 了 。 每 走 一 步 我 们 都 必须 涉 
及 前 面 各 步 累 积 所 得 到 的 结果 ， 这 或 许 就 是 这 一 模型 最 重要 
的 特征 。 这 一 点 在 讨论 过 儿 个 例子 之 后 ， 我 们 就 会 领会 得 更 
清楚 了 。 

(2) 在 8 2.5(3) 中 我 们 曾 得 到 一 个 七 个 未 知 量 七 个 方程 
的 方程 组 ， 让 我 们 把 未 知 量 改 记 成 


D=x, 
G=%, H=%s Ce 
国 三 区 1 Q= Xs f= 


再 把 方程 组 重新 写 一 下 ， 清 楚 地 表示 出 每 一 个 方程 式 是 通过 
哪 几 个 未 知 量 联 系 起 来 的 ， 而 把 其 他 的 细微 末节 忽略 拧 、 同 
时 把 这 些 方程 纺 上 号 ， 使 得 它们 的 求解 顾 序 从 编号 上 就 能 消 
楚 地 看 出 来 。 
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这 样 我 们 便 得 到 下 面 这 组 关系 式 ， 
ri(xzy xs)=0 
ralxs, %1)=0 
ra(Xi, a) 一 个 
TeatXay Kas Xe)=0 
relxa, Xi, Xs)=0 
refwiy x, Xe)=0 
TT(X4 Xsy Kas Xr)=0 
方程 组 的 这 个 写法 本 身 ， 就 提供 了 一 个 明显 的 解 题 方案 ,我 
们 先 把 前 三 个 方程 分 离 出 来 ,它们 只 含有 前 三 个 未 知 量 xi ,Xs 
和 xs， 因 此 可 以 看 成 是 这 三 个 未 知 量 的 三 个 方程 的 方程 组 
(事实 上 ， 我 们 可 以 很 容易 地 从 $2.5(3) 的 三 个 方程 一 即 
这 里 的 前 三 个 关系 式 一 一 里 把 x: = p，x = g， xs=r 解 出 
来 )。 一旦 解 出 了 前 三 个 未 知 量 x:。x:，x，, 方程 组 就 “ 变 
成 是 递归 的 ”了 我 们 可 以 逐个 地 从 第 4、 第 5、 第 6 个 方 
程 里 分 别 解 出 x,，x:，x。( 事 实 上 ， 这 三 个 未 知 量 的 求解 前 
后 次 序 是 无 关 紧 要 的 ) 。 解 出 x,，xs，xn 以 后 ， 利 用 最 后 一 
个 关系 式 就 可 以 得 到 x，( 它 是 原来 问题 里 的 主要 未 知 量 ， 其 
它 都 只 是 辅助 未 知 量 ， 见 8 2.5(3))5 
读者 应 该 把 刚才 讨论 过 的 方程 组 与 $6.1(I) 里 考虑 的 方 
程 组 比较 一 下 。 
《3)》 解 方程 


(fe) =she 
当然 这 里 1e 和 sie 指 的 都 是 按 通 常 十 进 制 符号 老 示 的 数 
《 正 整数 》 。 前 一 个 是 两 位 数 , 另 一 个 是 三 位 数 ,z， 和、 都 
是 个 位 数 。 为 不 致 混淆 ， 把 问题 重新 表示 如 下 : 求 满足 方程 
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《108+e)2=100s+108+e 
的 54，e 和 ss。 其 中 声 ， 2 和 s 都 是 正 整 数 ， 是 1 和 < 9， 
0<es9，1 委 : 么 9。 

这 道 小 小 智力 题 并 不 困难 。 如 果 读 者 能 自己 解 出 来 ， 他 
就 对 下 面 提供 的 解 题 方案 会 有 页 好 的 体会 。 在 下 面 的 求解 过 
程 中 ， 第 一 步 我 们 只 考虑 一 个 未 知 数 ， 第 二 步 我 们 再 多 加 进 
一 个 未 知 数 ， 即 同时 考 碟 两 个 未 知 数 ， 只 在 最 后 一 步 才 同时 
处 理 三 个 未 知 数 〔 下 面 把 每 一 步 简 记 为 阶段 》: 

阶段 (e)。 册 于 对 e 有 一 个 单独 的 要 求 ， 即 6e? 的 最 后 一 
位 必须 是 e。 ， 所 以 我 们 先 从 开始。 我 们 把 十 个 一 位 数 的 平 
方 都 写 出 来 ， 

0, 1, 4, 9, 16, 25, 38, 49, 64, B81 
发 现 只 有 四 个 是 符合 这 个 要 求 的 ， 所 以 
e=0 或 1 或 5 或 6 
阶段 (82， 有 。 这 里 有 一 个 条 件 只 涉及 三 个 一 位 数 中 的 
e 入 即 : 
100<(pe)2<1000 
因此 容易 得 出 
10<he<31 
把 这 个 不 等 式 与 上 面 ( e ) 里 考虑 的 结果 联系 起 来 ， 我 们 便 
发 现 两 位 数 he 必须 是 下 面 十 个 数 中 的 一 个 
10, 113, 15, 16 
20, 21, 25, 26 
30，31 
阶段 (e，h，s )。 现 把 上 面 这 十 个 数 的 平方 都 列 出 来 
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100，121，225，256 
400，441，825，676 
900，961 
我 们 发 现 只 有 一 个 是 满足 所 有 条 件 的 。 因 此 
e=5, 大 二 2，S 一 全 
(25)* = 625 
《4) 在 上 面 (3) 这 一 小 段 里 ， 我 们 把 记 提 问题 的 条 件 分 
成 三 个 分 款 ， 它 们 可 以 用 有 三 个 符号 方程 的 组 (利用 §6.1 
里 的 符号 ) :来 表示 : 
r,(e)=0 
rale, kh)=0 
' rale, h, s)=0 
让 我 们 把 这 三 个 分 款 的 组 与 下 面 三 个 线性 方程 的 组 比较 
一 下 : 
G1X1 = bi 
Cai 十 DaX2 = by 
QH4X1 十 GsXp 于 GeXs 二 由 3 
其 中 xz ，xa，xs 是 未 知 量 ，q，03，…，0sy， 1， bs 
是 给 定 的 数 ， 而 且 假 定 4. ，0: 和 a6 都 不 等 于 0 。 
这 两 个 组 的 相似 之 处 比 起 它们 的 不 同 之 处 要 明显 得 多 ， 
让 我 们 再 仔细 地 把 它们 比较 一 下 。 

我 们 先 看 x ，x, 和 x 的 这 个 线性 方程 组 , 第 一 个 方程 就 
完全 确定 了 第 一 个 末 知 量 x, ， 因 为 后 面 那些 方程 无 法 影响 
或 改变 由 第 一 个 方程 得 到 的 x 的 值 。 利 用 x, 的 这 个 值 , 第 二 
个 方程 就 完全 确定 了 第 一 全 未 知 量 *a: 。 

未 知 量 e ，h 和 s 满足 的 郑 三 个 分 款 形式 上 与 X, ，x:， 
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%*s 的 三 个 方程 相 亿 ， 但 本 质 上 却 不 同 。 第 一 个 分 款 并 不 能 
完全 确定 第 一 个 末 知 数 。。 它 只 起 限制 了 。 的 选择 范围 ， 妈 
生成 。 的 一 条 轨迹 《这 是 最 恰当 的 解释 ) 。 类 似 地 , 第 二 个 
分 款 也 不 能 完全 确定 第 二 个 未 知 量 #， 它 生成 二 元 未 知 量 
(e， 用) 的 一 条 轨迹 。 只 有 最 后 一 个 分 款 才 把 e ， 上 和 > 完全 
确定 下 来 ， 它 从 前 面 得 到 的 轨迹 里 把 同时 满足 所 有 这 些 条 件 
的 那个 唯一 的 三 元 未 知 量 (e ，h ，s ) 挑 了 出 来 。 


$6.5 未 知 量 的 逐步 征服 

考虑 ?个 数值 的 未 知 量 x;，x:，…，xe， 我 们 可 以 把 它 
们 看 成 是 一 个 多 元 未 知 量 ~* 的 按 次 序 排列 的 分 量 (参见 
8 5.5)。 在 本 节 ， 我 们 彼 定 这 ”个 未 知 量 是 从 一 个 递归 前 
方程 〈 象 我 们 在 8 6.4(1) 里 考虑 的 那样 ) 依次 定 出 来 的 。 解 
法 的 递归 过 程 把 我 们 的 多 元 未知 量 逐步 地 揭示 出 来 。 开 始 
我 们 对 未 知 量 * 知 道 得 很 少 一 一 我 们 只 知道 它 的 一 个 分 量 x， 
的 值 ， 但 是 我 们 可 以 利用 最 初 得 到 的 这 点 知识 去 得 出 更 多 的 
知识 ， 把 关于 第 二 个 分 量 x; 的 知识 跟 关于 第 一 个 分 量 x: 的 
知识 合 在 一 起 。 在 解 题 的 每 一 阶段 ， 我 们 都 把 关于 一 个 新 的 
分 量 的 知识 吉 到 已 经 得 到 知识 上 去 ， 在 每 一 阶段 ， 我 们 又 都 
要 用 已 经 得 到 的 知识 去 得 出 更 多 的 知识 。 我 们 要 靠 逐 省 逐 省 
的 占领 老 最 后 征服 一 个 王国 。 在 每 个 阶段 ， 我 们 利用 已 被 征 
服 了 的 省 份 作为 行动 基地 去 征服 下 一 个 省 份 。 

前 面 我 们 已 经 见 到 了 一 些 这 一 程序 或 多 或 少 有 了 改动 的 
例子 。 比 如 淡 , 不 一 定 每 次 都 治 好 征服 一 个 省 份 ; 而 有 了 时 又 可 
能 大 获 全 胜 ， 一 次 就 征服 了 两 三 个 省 份 ， 人 参见 8 6.4(2) 和 
8 6.1(1)。 有 有 时 一 个 省 份 在 一 次 打击 下 也 可 能 没有 完全 被 征 
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服 ;先是 一 个 省 份 以 后 又 有 另外 一 些 省 份 只 是 部 分 好 被 征服 ， 
只 有 最 后 决定 性 的 一 战 ， 才 把 它们 金 都 征服 了 。 人 参见 &6.4 
《3)。 

我 们 过 去 可 能 还 碰 到 过 这 个 程序 的 其 他 形式 。 例 如 在 
$2.7 中 ， 就 曾 裤 到 过 一 些 特殊 的 扩张 型 模 异 ,给 我 们 以 很 深 
的 印象 。 又 如 果 未 知 量 有 很 多 分 量 例 如 在 纵横 字迹 的 问题 
里 )， 我 们 就 可 以 沿 着 几 条 思路 同 有 时 去 进行 ， 我 们 不 必 掏 泥 
于 用 一 根 线 去 穿 所 有 的 珠子 ， 而 可 以 用 好 几 根 线 去 穿 。 这 里 
本 质 的 东西 是 运用 已 经 收集 到 的 知识 作为 行动 的 基础 去 收集 
更 多 的 知识 。 从 这 个 意义 上 ， 也 许 我 们 可 以 这 样 说 ， 所 有 研 
究 和 解决 问题 的 合理 的 程序 都 是 递归 的 。 


第 六 章 的 习题 与 评注 


6.1 具有 许多 分 款 的 一 个 条件 。 在 #4 行 的 幻 方 里 ， 二 个 
数字 是 这 样 排列 的 ， 它 的 每 一 行 的 数字 之 和 、 每 一 列 的 数字 
之 和 以 及 两 对 角 线 的 每 一 条 上 的 数字 之 和 都 相同 ， 这 个 和 数 
就 称 为 “ 幻 方 常数 ”。 最 简单 的 熟知 的 幻 方 是 前 九 个 自然 数 
1，2，…，9 起 充 起 来 的 三 行 幻 方 。 现 在 证 我 们 来 详细 地 
谈 一 下 这 个 填充 简单 幻 方 的 问题 。 

什么 是 未 如 量 ? 有 九 个 末 知 量 ， 令 Yit 表示 居于 第 i 行 
第 8 列 的 所 求 的 未 知 量 ，i 下 = 1，2，3。 

什么 是 条 件 ? 这 个 条 件 共 具有 四 个 不 同类 型 的 分 款 

《1) xis 是 一 仿 整 数 

{2) 1<xeess9 

{3)》 xw4 志 Ww 除非 15= j 和 & =i 


(4) Kt Xia tt Ks = Ni NTs i=1,2,3 


Xk XIg 寺 2 
KX1s TX tl = Kl + X29 
说 明 每 一 种 类 的 分 款 的 数目 和 所 有 分 款 的 总 数 ， 这 些 分 
数 具 有 8 6.1(3) 的 记号 中 的 哪 一 种 形式 ? 

6.2 习 进 一 个 多 元 未 知 量 把 在 $ 6.1(5) 中 考虑 的 一 般 关 
系 组 化 为 在 $ 6.2(4) (显然 更 为 特殊 ) 的 关系 组 。 
$.3 二 进 一 个 多 元 未 知 量 ， 把 在 8 6.1(1)? 中 考虑 的 方程 
组 比 为 在 86,.4(1) 中 所 考虑 的 关系 组 的 一 种 特例 。 . 
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6.4 用 习题 6,3 的 方式 简化 在 ;6.4(2). 中 考虑 的 方程 
给 。 

8.5 规划 一 个 方案 解 下 述 方程 组 

rilXiy Xay Xa)=0 

Ya(Xiy Xs Xs)=0 

ratX1, Xr, Xs)}=0 

ralX1, Kos ss Xa)=0 

rol Xs Ks, Xs)=0 

re(Xis Ks, Xs Xe)=0 

rir(NX1s Way Kas X41s X5 Nosy Xi)=0 

6.6 关系 组 

ri(X1)=0 
yafXi X2)=0 
rs{%,, Xa)=0 
ra{Xy, X41)=0 
f(xn_1s Xu) = 
是 课文 里 所 考虑 过 的 关系 组 中 一 个 特别 有 有 趣 的 特 款 ， 是 哪 一 
全 关系 组 ? 

你 以 前 兽 见 过 它 吗 ? 你 在 什么 地 方 曾 有 机 会 去 比较 两 个 
陂 此 类 似 的 关系 组 ? 

6.7 过 加 内 一 定点 作 一 条 定 长 的 絮 。 

把 这 个 问题 归 类 。 

6.8 平面 上 给 定 两 条 直线 e、8 及 一 个 点 6 的 位 置 ， 此 
外 ， 又 给 定 -个 线段 长 f。 试 作 一 条 过 点 “ 的 直线 ， 使 得 
由 直线 .4 、 和 x 作成 的 三 角形 的 周 长 等 于 定 长 1 。 
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把 这 个 问题 归 类 。 

6.9 保留 一 部 分 条 件 。 在 # 6.2(7) 考 虑 的 问题 的 两 个 分 
堵 中 ，(ri) 似 乎 更 难 办 些 : 在 试图 满足 这 个 要 求 时 ， 就 能 规 
划 出 某 种 方案 。 为 了 解 出 一 个 由 一 组 给 定 字母 〈 例 如 及 AS- 
HAYE) 组 成 的 字谜 ， 我 们 需要 去 找 出 这 样 一 个 字 ， 它 仅 
由 这 一 组 给 定 的 字母 组 成 ， 并 且 包 含 所 有 这 些 字母 。 下 述 的 
求解 步骤 也 许 是 可 行 的 :把 条 件 的 后 一 部 分 “并 且 包含 所 有 
这 些 字母 ”暂且 搁 下 ， 先 试 着 去 寻求 由 这 组 给 定 字 母 组 成 的 
字 ， 或 常用 的 字 根 、 字 首 及 字 是 。 这 类 的 短 字 是 容易 拼 得 的 、 
进一步 再 找 出 卜 一 些 的， 最 后 也 许 有 可 能 解 得 所 求 的 字迹 。 
在 上 述 绘 定 情形 下 ， 我 们 可 以 想到 以 下 的 字 : 

ASH, YES, SAY, SHY, RYE, EAR 
HEAR, HARE, AREA 

SHARE 

RE- 《前 雏 ) 

-ER，-AY，-EY (后 级 ) 

为 了 解 出 $6,2(7) 的 问题 ， 我 们 在 考察 这 堆 字 有 时， 脑子 
里 不 光 是 想 着 字 谤 或 分 谱 人 ri:)， 并 且 也 起 着 (ra)。 这 堆 字 里 
的 某 些 郁 分 可 以 组 合成 为 一 个 谤 底 一 一 但 象 SHYAREA， 


就 不 是 一 个 解 。 
6.10 阿里 阿 德 湿 的 线 国 ”" 。 弥 诺 斯 国王 的 公 主 阿里 阿 


德 涅 爱 上 了 忒 修 斯 ,并 给 了 他 一 个 线 团 , 当 他 进入 迷宫 时 ， 他 
解 开 了 这 个 线 团 ， 并 且 顺 关 线 找到 了 播 脱 歧途 的 归 路 。 

是 古代 的 启蒙 天 使 编 册 了 这 一 神话 吗 ? 它 多 人 么 惊人 地 局 
未 了 某 一 类 问题 的 本 质 ! 

* 战事 见 丸 第 腊 的 神话 和 传说 汶 。 


在 求解 问题 的 过 程 中 ， 我 们 常常 会 陷入 困境 ， 我 们 会 感 
到 我 们 已 经 走 到 了 最 后 一 步 ， 前 面 已 经 无 路 可 走 了 。 而 迷宫 
的 故事 则 提供 了 另 一 类 的 问题 ， 在 那里 每 到 一 点 前 面 都 有 许 
多 路 可 走 困难 却 成 了 如 何在 它们 中 间 进 行 选择 。 为 了 去 党 
握 这 样 一 种 问题 〈 或 者 当 我 们 已 经学 握 了 这 种 问题 为 了 要 把 
它 的 解法 表示 出 来 ) 我 们 应 当 依次 地 采取 一 些 最 适当 和 最 省 
便 的 顺序 去 处 理 各 种 所 涉及 的 论题 ， 每 当 有 两 种 可 能 性 呈现 
出 来 时 ,我们 就 应 当 根 据 怎样 能 使 我 们 从 前 面 已 做 的 工作 中 ， 
得 到 最 大 帮助 这 一 原则 ， 来 选 定 接 下 来 的 一 个 论题 。“ 阿 时 
阿 德 涅 的 线 团 ”的 故事 有 力 地 启示 了 “十 字 路 口 的 最 好 选 
择 ”。《〈 顺 便 提 一 下 ， 这 是 莱 卜 尼 兹 很 得 意 的 一 句 话 。) 

包含 着 若干 个 未 知 量 ，、 若 于 个 互相 关联 的 任务 和 条 件 的 
问题 ， 就 常常 具有 迷宫 的 人 性质。 纵横 字迹 和 错综复杂 的 几何 
作 图 就 可 以 很 好 的 说 明 这 一 点 。 在 解决 这 种 问题 时 ,每 一 步 我 
们 者 要 作出 选择 ,下 一 步 我 们 应 当 转 向 哪儿 ?( 考 虑 哪 一 个 字 ? 
作 电 一 部 分 图 形 ? ) 开始 时 ， 我 们 应 当 去 找 出 最 薄弱 的 环 
节 ， 找 出 最 容易 入 手 的 分 款 ， 找 出 字 光 中 最 易于 求 得 的 字 或 
看 出 图 形 中 最 易于 作出 的 部 分 。 在 找 出 了 第 一 个 字 或 作出 了 
第 一 部 分 图 形 以 后 , :我 们 就 应 当 小 心地 去 选择 第 一 步 ， 确 定 
该 去 找 哪个 字 〔 或 哪 部 分 图 形 ), 这 个 字 应 当 使 得 已 找到 的 第 
一 个 字 (或 第 一 部 分 图 形 ) 能 起 最 大 的 帮助 作用 。 昭 这样 下 
去 ,我 们 总 是 不 断 地 在 选择 下 一 步 的 任务 ,确定 下 一 步 要 求 的 
未 知 量 ， 使 得 我 们 能 从 前 面 已 经 求 得 的 未 知 量 得 到 最 大 的 帮 
助 〈 这 就 是 我 们 在 8 6.5 中 提 到 过 的 那个 想法 。) 

下 面 有 少量 的 习题 ， 使 读者 有 机 会 去 品味 一 下 上 面 所 发 
表 的 这 些 议论 。 
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6.11 求 出 在 $6.1 中 详细 级 述 的 三 行 幻 方 。 

《你 也 许 知道 一 个 解 ， 但 你 应当 求 出 所有 的 解 。 在 考察 
各 未 知 晶 时 ， 先 后 次 序 是 很 关 紧 要 的 。 特 别 是 ， 你 应 当先 去 
定 出 那些 能 够 唯一 确定 的 未 知 量 的 数值 ， 并 从 这 些 未 知 量 开 
始 入 手 。) 

6.12 一 个 四 位 数 乘 以 9 就 颠倒 了 数字 次 序 ( 即 得 到 另 一 
个 四 位 数 ， 它 的 各 位 上 数字 的 顺序 正好 与 原 数 的 相反 ) ， 这 
个 数 是 什么 《你 准备 先 用 条 件 的 馈 一 部 分 ? ) 

6.13 设 a ,6，c 和 a 都 是 一 位 数 ， 而 二 位 数 ob (其 
i0c46b) 中 , az#b,， 上 且 

abxba=edc 

求 此 四 数 。 

6.14 一 个 三 角形 有 六 个 “部 分 ”: 三 条 边 和 三 个 角 。 
是 否 可 能 找 出 这 样 两 个 不 全 等 的 三 角形 ， 第 一 个 三 角形 中 五 
个 部 分 与 第 二 个 三 角形 中 的 五 个 部 分 相等 ? (我 没有 说 这 五 
个 部 分 一 定 是 对 应 的 部 分 ) 

6.15 艾 尔 、 彼 尔 和 让 里 斯 计划 摘 一 次 大 的 野餐 。 每 人 
出 9 元 ， 都 去 买 三 明治 ， 冰 琪 琳 和 汽水 。 对 于 其 中 每 一 样 ， 
三 个 孩子 所 花 的 总 数 都 是 9 元， 但 每 个 孩子 把 他 的 钱 分 成 三 
份 的 方式 都 是 不 一 样 的 ， 而 且 没 有 一 个 孩子 在 不 同 的 东西 上 
花 了 相等 的 钱 ， 在 他 们 中 间 最 大 的 单项 支出 是 艾 尔 付 冰 琪 琳 
的 钱 ， 彼 尔 买 三 明治 花 的 钱 是 买 冰 琪 琳 的 两 售 .. 问 克 里 斯 在 
买 汽水 上 花 了 多 少 钱 ? 《所 有 的 支出 均 以 元 为 单位 。) 

8.16 为 了 迎接 万 圣 节 〈11 月 1 日 ) ， 布 冻 。 约 尼斯 和 
史密斯 三 对 夫妇 为 邻居 的 孩子 们 买 了 点 礼物 。 每 一 个 人 买 的 
礼物 的 件数 恰好 同 他 她 ) 买 的 每 一 件 礼物 的 价钱 ( 美 分 数 ) 
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各 同 ， 每 一 位 夫人 又 都 比 她 们 的 丈夫 多 化 ?5 美 分 。 安 氟 比 彼 
尔 ， 布朗 多 买 了 一 件 礼物 ， 贝 蒂 又 比 乔 ， 约 尼斯 少 买 一 件 
问 玛丽 的 丈夫 是 谁 ? 

6.17 在 一 个 大 热天 里 ， 四 对 夫妇 在 一 起 共 喝 掉 了 44 瓶 
可 口 可 乐 。 四 位 夫人 下 安妮 喝 了 2 泪 , 员 蒂 3 酒 , 凯 洛 4 瓶 
桃 乐 西 5 瓶 。 布 朗 先生 与 他 的 夫人 喝 得 一 样 多 ， 但 其 他 三 位 
丈夫 都 比 自己 的 夫人 喝 得 多 ， 其 中 格林 先生 竟 的 是 夫人 的 2 
售 ， 怀 特 先生 是 夫人 的 8 倍 ， 史 密斯 先生 是 夫人 的 4 倍 。 试 
指出 这 四 位 夫人 的 丈夫 都 是 谁 。 

8.18 腕 多 的 问题 * 试 从 本 章 所 述 的 观点 出 发 去 考虑 进 一 
步 的 例子 ， 注 意 把 条 件 划分 为 一 些 分 款 ， 并 且 权 宽 一 下 从 这 
一 部 分 或 从 那 一 部 分 分 款 出 发 去 着 手 解 题 的 利 癣 。 用 这 祥 的 
观点 重 温 一 下 过 去 解 过 的 一 些 题 ， 并 且 再 找 出 一 些 能 够 用 上 
这 个 观点 的 新 题目。 

6.19 一 个 中 间 目 术 。 我 们 已 经 开始 着 手 去 解 我 们 的 问 
题 ， 但 还 停留 在 初始 状态 。 我 们 已 经 全 盘 了 解 了 我 们 的 问 
题 ， 这 是 一 个 求解 的 问题 。 我 们 也 知道 “什么 是 未 知 量 ”; 
并 且 清 楚 要 找 的 是 什么 样 的 东西 。 我 们 也 已 经 列 出 了 数据 ， 
并 从 整体 上 了 解 了 所 给 的 条 件 ， 我 们 现在 需要 把 条 件 划分 成 
为 适当 的 部 分 。 

请 注意 ， 这 可 不 是 一 件 微不足道 的 小 事 ， 也 许 有 许多 种 
可 能 的 划分 ， 而 我 们 所 要 的 ， 当 然 是 最 有 利 的 划分 。 辟 如 
说 ， 在 用 代数 方法 去 解 几何 问题 时 ， 我 们 把 条 件 中 的 每 一 分 
款 都 用 -个 方程 来 表示 ， 把 条 件 划 分 成 为 不 同 的 分 款 就 产生 
出 不 网 的 方程 组 ， 当 然 、 我 们 要 把 那 种 最 便于 处 理 的 方程 组 
挑 出 来 参阅 $2,5(3) 和 8 2,5(4))。 
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在 所 给 的 间 题 的 叙述 中 ， 条 件 可 以 是 一 个 来 被 划分 的 束 
体 ， 也 可 能 它 已 被 划分 成 若干 分 款 。 元 论 在 屠 一 种 情形 下 。， 
我 们 都 面临 一 个 任务 :在 第 一 种 情况 下 ， 我 们 要 把 条 件 划 
分 成 为 合适 的 分 款 ， 而 在 第 二 种 情况 下 ， 则 要 把 条 件 进一步 
划分 为 更 合适 的 分 款 。 这 种 条 件 的 再 划分 可 以 使 箔 们 砚 接 近 
求 出 问题 的 解 ， 这 是 一 个 中 间 有 标 ， 在 一 些 场合 下 ， 它 起 着 
很 重要 的 作用 。 

6.20 -图 示 法 。 我 们 曾 用 符号 方程 [ 8 6.1(3? 中 引进 的 ] 
米 表 示 一 个 由 问题 的 条 件 所 要 求 的 关系 。 我 们 也 可 以 用 图 米 
表示 这 此 关系 ， 而 图 示 可 以 帮助 我 们 对 这 毕 关系 组 有 更 清楚 
的 了 解 。 

我 们 用 一 个 小 圆圈 表示 一 个 未 知 量 ， 用 一 个 小 方块 去 表 
示 炒 知 量 之 问 的 一 个 关系 。 此 外 ， 我 们 通过 把 代表 茶 一 关系 
的 方块 和 代表 某 一 未 知 量 的 圆 连接 起 来 的 办 法 ， 来 表示 小 方 
块 所 代表 的 关系 里 包含 着 该 回 所 代表 的 未 知 量 。 因 此， 图 
6.3 的 (a) 表 示 了 四 个 未 知 量 之 间 的 具有 四 个 关系 的 关系 组 } 
在 这 个 图 里 面 ， 我 们 可 以 看 到 ， 葡 如 说 ， 仅 有 一 个 未 知 量 包 
含 在 所 有 4 个 关系 中 ,和 仅 有 一 个 关系 式 包含 所 有 四 个 米 知 
量 ! 事实 上 ， 图 (9) 和 $6.1(1) 中 的 四 个 方程 的 方程 组 表示 
的 是 同一 性 事情 ,不 过 一 个 是 用 儿科 语言 来 表 沿 的 ; 另 一 个 是 
用 公式 的 语言 表示 轩 了 。 图 中 两 条 线 交 于 小 贺 或 小 方块 外 一 
点 [如 图 (0) 中 就 出 现 了 这 样 一 个 交点 ] 是 无 关 紧 要 的 ， 事 实 
上 ， 我 们 可 以 这 样 想象 ， 只 有 那些 小 圆 和 小 方块 是 在 纸 平面 
上 * 那些 连 线 都 是 在 空间 里 ， 虽 然 它 们 在 纸 平 而 上 的 投影 偶 
尔 也 可 以 相交 ， 而 它们 却 没有 公共 点 。 

就 如 图 (4) 那样 ， 图 6,3 中 的 (85), 《0c);《d) 和 和 (e) 也 都 
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是 表示 了 以 前 考虑 过 的 一 些 关 系 组 ， 试 指出 这 些 考虑 过 的 关 


系 组 所 在 的 段落 和 习题 。 


图 6-4 ”回赠 和 方志 ， 术 知 监 和 关系 


(图 6,4 例 举 了 另外 一 类 


图 示 法 ， 从 某 种 意义 上 说 ， 它 


中 上 面 那 种 型 示 法 是 直 为 “对 介 ” 的 9 。 即 无 论 是 关系 或 是 
+) ”也 图 6.3 中 的 点 ( 圆 图 和 方块 》 对 应 了 区 6.4 中 航线 ， 而 刚 


5,3 中 的 线 却 对 应 了 图 6。4 中 的 点 。 
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未 知 量 都 用 直线 来 代表 ,关系 用 水 平 线 来 代表 , 末 知 量 用 馈 直 
线 来 表示 ， 当 且 仅 当 一 个 关系 包含 一 个 未 知 量 时 ， 它 们 的 代 
琢 寺 线 才 有 一 个 公共 点 。 图 6.3 中 的 (e) 和 图 6.4 中 的 (ec 表示 
的 是 同一 个 关系 组 。 同 祥 的 ， 两 个 图 中 的 (o) 表 示 的 也 是 同 
一 个 关系 组 。 


Xl Xe Ks Kh 2 XR Ks Xe 
ry ,Fs 
Te rs 
rs rs 
re rs 
c a 


图 6-5 末 知 量 和 关 菜 ， 垂 丰 线 和 水 半 线 


四 图 5.4 可 以 提供 一 个 羽 数 表示 法 :我 们 可 以 用 和 矩阵 来 表 
示 一 个 关系 组 。 令 矩阵 的 每 一 行 代表 一 个 关系 ， 矩 降 的 每 一 
列 代表 一 个 未 知 量 ， 竹 阵 的 每 个 元 素 职 值 1 或 0 。 一 个 元 素 
取 值 是 1 或 是 0 ， 决 定 于 这 个 元 素 所 涉及 的 关系 〈 即 所 在 的 
行 ) 是 否 包 含有 它 所 涉及 的 未 知 量 〈 即 所 在 的 列 ) 9 。》 

6.21 几 个 非 数 学 问题 的 买 型 。 我 们 首先 应 当 去 满足 哪 一 
个 条 件 分 款 ? 这 个 问题 在 各 种 情形 中 都 有 代表 性 。 当 我 们 选 

*) 本 用 “ 拒 阵 "去 表示 一 母 * 图 " ,请 参阅 《“ 训 国 中 学 数学 教科 书 
SS 寻 已》( 有 中 译本 》 和 玉 ， 百 arary 若 《图 论 放 (Graph Theory) ， 
第 二 版 ，1971。 
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定 了 一 个 认为 是 主要 的 分 款 ， 并 且 列 出 了 满足 这 一 “ 主 ” 款 
的 对 象 之 后 ， 我 们 再 利用 条 件 的 “次 ” 款 ， 它 常常 可 以 淘汰 
掉 大 部 已 列 出 的 对 象 ， 最 后 只 留 下 一 个 对 象 ， 它 既 满 足 条 件 
的 主 款 ， 也 满足 条 件 的 次 款 ， 从 而 满足 全 部 条 件 。 前 而 我 们 
已经 有 机 会 看 到 了 这 祥 一 个 程序 模型 [ $ 6.3(3) ,习题 6.15， 
习题 6.16]， 它 可 以 从 非 数 学 问题 中 自然 地 提出 来 ， 也 适用 
于 各 种 类 型 的 非 数学 问题 。 

翻译 者 的 问题 把 一 篇 法 文 翻 译 成 为 英文 ,我 们 就 必须 要 
对 一 个 法 文字 找 出 英语 中 确切 与 之 对 应 的 字 , 比 如 说 "confi- 
ance》 ， 由 法 英 字 典 中 可 查 出 许多 对 应 字 (Confidence， 
trust，reliance，assurance) ， 它 们 仅仅 满足 问题 的 条 件 里 
的 第 一 个 较为 粗略 的 分 款 ， 我 们 必须 仔细 地 去 考 罕 上下文 
从 而 进一步 发 现 隐藏 于 其 间 的 其 它 微妙 的 分 款 ， 然 后 利用 这 
些 另外 的 分 款 从 已 列 出 的 字 中 淘汰 控 那 些 不 太 适 合 的 字 而 选 
出 最 达意 的 那个 字 。 

两 步 将 元 。 棋 盘 上 择 出 了 黑白 棋子 的 一 个 残局 ， 轮 到 自 
字 先 走 。 问 题 的 未知 量 是 自 子 的 第 一 步 。 条 件 要 求 不 管 黑子 
接 下 去 的 一 步 怎 么 壕 ， 魏 子 第 二 步 必须 把 黑 方 将 死 。 

所 要 求 的 白 子 的 第 一 步 必 须 衣 提防 黑子 的 任何 可 能 的 下 
一 步 (防止 意外 反击 或 为 将 军 作 淮 备 ), 因 此， 我 们 可 以 说 ， 
有 多 少 个 需要 提防 的 黑子 可 走 的 步子 ,就 有 多 少 个 条 件 分 款 。 

一 个 可 行 的 策略 是 ， 先 考虑 黑子 的 威 肪 性 最 大 的 步子 ， 
并 列 出 折子 中 所 有 能 预防 这 一 着 的 步子 ， 然 后 再 来 考虑 黑子 
中 的 “次 要 ”的 步子 ， 海 汰 掉 己 列 出 的 白 子 步子 中 的 那些 不 
能 预防 黑子 中 “次 要 ”步子 的 那 部 分 ， 于 是 真正 所 要 的 解 就 
在 列 出 的 步子 中 单独 留 下 了 。 
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工程 设计 。 一 个 工程 师 想 要 设计 一 种 新 的 小 机 械 。 为 了 
使 新 机 械 能 投入 生产 ， 它 必须 满足 一 大 诬 要 求 ， 有 些 是 “ 技 
术 ” 上 的 要 求 诸如 好 用 、 安 全 、 耐 久 等 等 ， 其 它 是 “高 业 ” 
上 的 要 求 如 成 本 低 、 销 路 好 等 等 。 工 程 师 首先 只 去 考虑 技术 
上 的 要 求 〈 我 们 可 以 认为 这 是 条 件 中 的 “ 主 款 ”》 这 样 工程 
师 就 有 了 一 个 明确 的 技术 物理) 问题 去 解决 。 这 个 问题 党 
常会 有 好 几 个 解 ， 工 程 师 就 把 这 些 解 列 出 来 并 审查 它们 。 作 
了 这 些 之 后 ， 青 进而 考虑 高 业 上 的 要 求 〈 我 们 把 它们 作为 条 
件 中 的 “次 款 ”) ， 这 些 要 求 也 许 热 弃 了 好 些 很 好 用 的 机 械 
而 只 留 下 最 有 利 可 图 的 一 种 。 

6.22 试 不 用 纸 和 笔 ， 仅 仅 依靠 观察 ， 解 出 下 列 共有 三 
个 未 知 量 和 三 个 方程 的 方程 组 : 

3xX+y+t322=30 

2xX+3y+2= 30 

N+2Y+32=30 
证 明 你 得 到 的 解 是 对 的 。 

6,23 给 定 三 角形 的 二 条 边 长 4，4b 和 <， 设 三 角形 的 
每 一 个 顶点 都 是 一 个 图 的 圆心 ， 且 这 三 个 圆 都 互相 外 切 。 试 
求 出 这 三 个 加 的 闭 径 Y，y 和 z。 

6.24 求 出 满足 下 列 四 元 方程 组 的 x ，》，4 和 vs 

y+U+U= 一 5 
加 tu+v= 0 


%+y +v= -8 
区 二 多 十 引 =4 
你 能 看 出 一 条 捷径 吗 ? 
6,25 一 个 更 加 精细 的 分 类 。 上 面 的 例子 6.22,6,23 和 6,24 
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说 明了 重要 的 一 点 ,具有 若 于 个 未 知 量 的 一 个 问题 , 若 其 条 件 
对 于 这 些 未 扼 量 来 说 是 对 称 的 , 则 它 的 求解 过 程 (假若 你 能 看 
出 来 的 话 ) 就 要 受到 这 种 对 称 性 的 制约 并 可 大 大 简化 〈 也 可 
参阅 习题 2,.8 和 MMPR， 卷 ，pp,187 一 188， 习 题 和 。 有 时 
候 ， 如 习题 6.28， 我 们 不 仅 应 当 考虑 未 知 量 的 置换 ， 面 且 还 
应 考虑 未 知 量 和 数据 的 置换 。》 还 有 其 他 一 些 虽 不 常见 但 也 
是 有 趣 的 情形 ， 在 这 些 情形 里 ， 条 件 并 不 是 对 所 有 的 未 知 量 
《和 数据 ) 的 置换 都 保持 不 变 ， 而 仅 对 某 一 些 置换 保持 不 
变 。 假 如 要 对 这 种 情形 穷 根 追 源 的 话 ， 我 们 就 需要 对 求解 的 
问题 进行 比 本 章 所 提 到 的 分 类 [ 见 $ 6.1(6)] 更 为 精细 的 分 
类 ， 而 且 我 们 能 够 预见 到 这 样 一 种 分 类 对 于 我 们 的 研究 是 很 
有 趣 的 。 
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1],1 以 定点 为 申 心 给 定 长 度 为 半径 的 图。 

1,2 平行 于 给 定 直线 的 两 条 直线 。 

1.3 以 给 定点 为 端点 的 线段 的 重 直 平分 线 。 

1.4 平行 于 给 定 的 平行 直线 且 位 于 它们 中 间 的 直线 ， 妓 
平分 它们 之 闻 距 离 的 直线 。 

1.5 平分 几 给 定 直线 交 成 的 角 的 两 条 彼此 垂直 的 直线 。 

1.6 两 段 关 于 线段 4 彼此 对 称 的 圆 弧 ，-A 与 3 是 它们 

1.8 双轨 迹 ， 习 题 1.1。 

1.9 双轨 迹 ， 习 题 1 .1，1.2。 


i, 
11 
.12 
13 
14 
,5 
.16 
,17 
,18 


一 


10 


双轨 迹 ， 
双轨 迹 ， 
双轨 迹 ， 
双 扫 迹 ， 
双轨 迹 ， 
双轨 迹 ， 


习题 1。 
习题 1. 
习题 1。 


习题 1,2 


习题 1. 
习题 1。 


2, 1.6。 
1, 1,6。 
5。 

1, 120 
6。 


出 对 称 性 归结 为 8 1.3 例 (2) 或 习题 1.12。 
双轨 迹 ， 习 题 1.6。 
《9) 如 时下 变化 使 得 三 角形 公关 CA 与 人 和 CB 的 面 
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积 相 等 ， 则 它 的 轨迹 是 通过 C 点 的 中 线 《证明 它 ! 》 从 而 所 
要 求 的 点 力 是 中 线 的 交点 。(5b) 如 果 半 的 变化 使 得 人 4BX 的 


面积 保持 为 人 48C 的 面积 的 二， 天 的 轨迹 是 平行 于 48 
的 直线 ， 到 4B 的 距 冤 等 于 从 C 点 引出 的 高 的 言 ,见习 题 1,2。 


从 而 知 所 求 的 点 是 这 些 平行 于 边 的 直线 的 交点 。 两 种 解法 都 
是 用 “双轨 迹 模型 ”。 

1,19 联结 内 切 图 圆心 与 边 e 的 两 个 端点 ， 这 样 得 到 的 
三 角形 的 以 内 切 圆 圆心 为 顶点 的 角 是 


B+r a 
no + -- 
180 人 90 gs 


双轨 迹 ， 习 题 1.2，1 .6。 

1.20 辅助 图 形 ， 以 a 为 儒 边 和 所 为 直角 边 的 直角 三 角 
形 。 

1,21 辅助 图 形 ， 见 习题 1.20。 

1.22 辅助 图 形 ， 见 习题 1.20。 

1,25 辅助 图 形 ， 以 如 为 直角 边 而 其 所 对 角 为 8 的 直角 
三 角形 。 

1,24 堪 助 图 形 , 见 习题 1.23。 其 他 解法 ， 见 习题 1.34。 

1.25 辅助 图 形 ， 以 4 为 斜 边 , 高 为 :的 直角 三 角形 。 

1.26 辅助 图 形 ， 由 三 条 边 作 三 角形 。 

1.27 设 c>c。 铺 助 图 形 , 由 三 条 边 ，o 一 c:，6，d 作 三 
角形 ， 见 HSi， 问 题 5 的 变种 ，pp.211 一 213。 

T.28 习题 1.27 对 应 于 e= 0 情形 的 推广 .辅助 图 形 ， 由 9， 
c，e 作 三 角形 。 见 MPR， 卷 :pp.142 一 145。 
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1.29 辅助 图形 ， 由 oc，6 + oo， 一作 宕 角形 。 


1.30 辅助 图 形 ， 由 a， b+c，90 + 有” 作 三 角形 。 


1.31 辅助 图 形 :由 a +6+ eof- 3 +90" 作 三 角形 。 见 


HSI， 辅 助 元 素 3 ，pp,48 一 50 与 对 称 性 ，pp,199 一 200。 

1,.52 适当 改变 $1.6 中 (1) 的 方法 ， 让 两 个 学 径 中 的 一 
个 扩大 而 另 一 个 按 同 样 比例 缩小 。 辅 助 图 形 : 从 圆 外 一 点 作 
的 切线 ， 然 后 再 作 两 个 长 方形 。 

1.33 参考 $1,6 中 (1)。 辑 助 图 形 ， 以 给 定 三 图 的 圆心 

为 顶点 的 三 角形 的 外 接 圆 。 

1.34 由 c， 有 先 作 相似 三 角形 ， 利 用 给 定 的 长 度 dy 进 
一 步 作出 所 求 的 三 角形 。 与 习题 1,24 的 作法 实质 上 是 一 样 
的 。 - 

1.35 相似 的 图 形 ， 相 似 中 心 是 给 定 三 角形 的 直角 顶点 ， 
直角 的 角 平 分 线 与 斜 边 交 于 所 求 正方 形 的 一 个 顶点 。 

1.36 习题 1.35 的 推广 。 相 似 中 心 是 4 (或 B) 。 参见 
好 ST，818，pbpb .23 一 25。 

1.37 相似 图 形 ， 相似 中 心 是 圆心 。 所 求 的 正方 形 关于 
扇形 的 对 称 轴 对 称 。 

1.38 相似 图 形 ， 切 于 给 定 直线 的 任 一 回 ， 圆心 应 当 落 
在 联结 两 给 定点 的 线段 的 垂直 平分 线 上 。 这 个 平分 线 与 给 定 
直线 的 交点 便 是 根 似 中 心 。 本 题 有 两 个 解 。 

1.59 作 给 定 的 两 条 切线 的 交角 的 角 平 分 线 ， 利 用 对 称 
性 可 以 另外 再 得 到 回应 当 通 过 的 一 点 ， 于 是 问题 归结 为 习题 
1.38。 
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1.40 引 内 切 贺 到 各 切 点 的 半径 ， 它 们 互相 间 的 夹 角 是 
180° -a，180° - 忆 ，… ; 因而 立即 得 到 一 个 相似 的 图 形 。 
永 用 到 任意 边 数 的 外 切 多 边 形 的 情形 。 

1.41 设 4 表 示 面 积 ，a，5b "表示 所 求 三 角形 的 边 长 

《习题 1.7》 ， 于 是 
24=ah,=bhs= che 
译名,， 本 ,有 he 为 边 作 一 三 角形 , 设 4' 是 它 的 面积 ，Ii0’，b 人 
是 对 应 的 高 ， 则 
2.47 = hea’ = hb’= ho” 
所 以 


ae 


a be 

因此 ， 以 o*，8，2 为 边 的 三 角形 相似 于 所 求 的 三 角形 。 

1.42 习题 1.41 的 上述 解 法 是 不 完善 的 ， 如 采 h = 156， 
hs=65，hc= 60， 所 求 三 角形 虽然 是 存在 的 ,但 是 以 h,，hs， 
4 为 边 的 辅助 三 角形 却 不 存在 。 

一 个 可 能 的 补救 办 法 是 将 问题 推广 ， 设 &。1，n 是 任意 
的 正 整 数 ， 而 a2?，8’，c"' ,是 以 &h, [hosmh: 为 边 的 三 角 形 的 
高 《这 里 符号 的 含义 与 习题 1 .4 不同 ) 则 


-ab_ 2 
Rao7 7 
例如 ， 以 156,65 和 120 = 2 x 60 为 边 的 三 角形 是 存在 的 。 
T.43 从 外 接 圆 的 圆心 向 边 e 的 一 端 引 一 直线 并 作 此 边 
的 恒 线 ,这 祥 便 订 得 到 一 个 以 R 为 斜 边 ， 以 4 为 一 角 , 而 其 所 


对 边 则 为 -的 直角 三 角形 。 这 样 ， 在 9，c 和 尺 之 间 便 存在 
一 个 关系 只 要 知道 了 其 中 的 两 个 ， 使 可 以 作出 第 二 个 来 
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(这 个 关系 可 以 写成 三 角 方程 a =2R5ina) 。 如 果 问 题 给 出 
的 已 知 数据 不 满足 这 个 关系 式 ， 风 问题 无 解 ， 当 它 满足 时 
问题 的 解 也 是 不 确定 的 。 

1.44 (9) 给 定 a，6，? 作 三 角形 ， 这 个 问题 或 者 是 无 解 
的 ， 或 者 是 不 确定 的 。 

(5) 习题 1,43 和 和 (a) 乃 是 下 述 一 般 情 形 的 特例 ， 解 的 存在 
性 葡 含 了 已 知 数 据 间 的 某 个 关系 式 ， 所 以 已 知 数 据 是 否 满足 
这 个 关系 式 便 决定 了 解 是 不 确定 的 或 是 不 存在 的 。 

〈c) 由 习题 1.43 的 解法 ， 问 题 归结 为 ;给 定 cs，B，wy 
求 作 三 角形 。 

(9) 由 习题 1.43 的 解法 ， 问 题 归 结 为 习题 1.19。 

1.45 我 们 假定 声速 不 受 我 们 所 不 能 控制 的 环境 变 化 的 
影响 〈 例 如 风 或 是 温度 的 变化 ) 。 根 据 监听 站 -4 和 呈 所 测 得 
的 时 间 差 ， 我 们 本 以 得 到 两 个 距离 的 差 4 著 -8X ， 从 而 得 
出 点 他 的 一 条 轨迹 一 一 双 曲 线 。 把 C 与 4 (或 8B》 作 比 较 ， 
可 得 出 男 一 条 双 曲 线 。 两 条 双 有 曲线 的 交点 便 是 环 。 与 习题 
1.15 相 似 的 地 方 是 由 记录 数据 得 到 了 两 条 轨迹 。 不 同 的 地 方 
是 在 那里 两 条 轨迹 是 圆 弧 , 答 这 里 是 双 遇 线 ,我 们 用 直 尺 和 加 
规 是 作 不 出 双 曲 线 的 ， 人 得 可 以 用 某 些 其 他 的 仪器 把 它 作 出 
来 。 至 于 三 个 监听 站 测 得 的 结果 我 们 也 可 以 做 出 仪器 ， 对 它 
们 进行 方便 的 计算 。 

1.46 如 果 只 是 生 搬 硬 套 $ 1.2 模 型 的 叙述 ， 那 么 这 旦 轨 
迹 就 不 能 适用 了 。 实 际 上 ， 这 些 轨迹 是 适用 于 这 个 模 慌 的 ， 
而 且 我 们 在 前 面 的 例子 里 曾 不 止 一 次 用 过 了 。 但 是 需要 把 
$ 1.2 的 说 法 淮 广 一 下 , 即 应 当 人 允许 把 有 限 条 直线 ,或 有 限 个 
凋 , 或 有 限 个 直线 外 ,或 有 了 根 个 图 弧 的 并 也 看 作 是 一 条 轨迹 。 
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1.48 如 果 把 条 件 分 解 以 后 所 得 的 各 个 部 分 条 件 并 列 起 
米 ， 与 原来 的 条 件 等 价 ， 关 人 么 不 管 条 件 怎样 分 解 ， 彼 此 必 
都 是 等 价 的 。 正 是 由 于 这 一 点 ， 我 们 可 以 说 三 角形 的 边 的 和 
直 平分 线 (有 三 条 ) 通过 同一 点 。 而 对 于 四 面体 则 有 :， 楼 的 
午 直 平分 面 〈 有 六 个 》 般 过 同一 点 。 

1.50 (1) 除 去 某 旦 例外 的 情形 〈 见 习题 1,43 和 1.44) ， 
在 习题 1,7 列 出 的 那些 三 角形 成 分 中 , 给 出 三 个 不 同 的 成 
分 ， 求 作 一 个 三 角形 。 下 面 给 出 一 些 组 合 ， 它 们 的 作 图 是 不 
难 的 ， 


朋 


下 
ho, 5 te 
hay Rasy aa 
Gy 4b, 
还 有 4，B8 加 上 在 习题 1, 24 和 1. 34 中 未 曾 提 到 过 的 任何 其 他 
线段 。 
a, +, 再 
是 不 太 容 易 的 。 
(2) 类 似 于 81.6 例 (3)， 关 于 三面 角 也 有 洲 干 用 不 着 
依靠 画 法 几何 就 可 以 解决 的 重要 的 问题 。 下 面 就 是 一 个 : 
“给 定 王 面 角 的 一 个 面 角 a 以 及 与 它 紫 连 的 两 个 二 面 角 hf 和 
Y， 求 作 其 余 的 两 个 面 角 8 和 c 。? 解法 是 不 难 的 ， 不 过 我 们 
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这 里 不 能 更 多 地 去 讲 它 了 。 
(3) 习题 1.47 是 8 1.3 例 (1) 的 空间 类 比试 讨论 $ 1.3 例 
《2)， 习 题 1.18，$ 1,3 例 (3)， 和 习题 1.14 的 空间 类 比 。 
1.7，1.47，1,49，1.51 是 评注 ， 不 存在 解 的 问题 。 


第 二 章 
2.1 如 果 鲍 拐 有 %* 个 5 美 分 的 硬币 和 个 10 美 分 的 硬 
币 ， 则 由 条 件 可 得 出 方程 组 
5x+10y = 350 
xty=50 
所 去 公 因数 后 ， 我 们 所 得 到 的 方程 组 与 32,2 例 (3) 相 同 。 
2.2 假定 有 m 条 油管 是 注入 油箱 的 ， 而 有 "条 油管 是 
从 油箱 流出 去 的 。 第 一 条 管子 用 a, 分 钟 可 注 清油 箱 ， 第 二 
条 管子 要 as 分 钟 ，… 第 严 条 管子 要 on 分钟。 对 另 一 类 管 
子 ， 第 一 条 用 bi 分 钟 可 使 油箱 内 的 油 全 部 流 完 ， 第 二 条 管 
子 要 用 5， 分钟 ，… 第 ?条 管子 要 用 jb 分钟 。 所 有 的 管子 都 
打开 ， 需 要 用 多 少时 间 才 能 使 空 油箱 注 满 ? 


所 求 的 时 间 ! 满 是 方程 式 
tt t t+ tt 
本 
如 果 解 出 诗 是 负 的 ， 怎 样 解释 ? 也 可 能 方程 是 没有 解 的 ， 这 
种 情况 又 怎样 解释 ? 


2.5 《oa) 沃 卡 奇 先 生 把 收入 的 三 分 之 一 用 于 伙食 ， 四 分 
之 一 侍 房 租 ， 六 分 之 一 做 衣服 ， 些 外 设 有 别 的 支出 ， 他 想 知 
道 一 年 的 收入 能 维持 多 久 的 生活 ? 

(6) 假设 联结 两 点 的 三 条 导线 上 的 电阻 分 别 是 3，4 和 6 
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欧姆 ， 如 果 通 过 三 条 导线 电流 的 总 和 为 工 安培 ， 问 两 点 间 的 
电压 应 为 多 少 伏特 ? 等 等 。 
2.4 (9) 如 果 把 巴 换 成 -~ 风 ， 则 * 椒 变 ， 情况 变 戌 出航 
.时 为 顺风 ， 返 航 时 为 逆风 ， 而 续航 时 间 不 变 。 
(9) 用 量 纲 去 检查 ， 见 HSI，pp,202 一 205。 
2.5 方程 组 


KX y=U 
Qx+by=ev 
和 $2.6 例 (2) 中 所 得 到 的 方程 组 完全 一 样 。 
2.6 按照 2.5 例 (1) 的 方法 建立 举 标 系 ， 令 4B=0， 
则 所 求 圆心 坐 标 (x，y) 清 足 方程 组 


f Qa- ry Mh) + -全 
(y= 
2 
由 此 可 得 
ye 


2,7 海伦 公式 看 起 来 比较 环 人 ， 其 实 ， 只 要 注意 运用 
“平方 差 的 公式 ”， 问 题 也 是 容易 处 理 的 : 
16D:=(atb+tre)( ~athbte)(a-b+ce)(atb-e) 
=[(b+e)? ar][la: ~ (6b~—e):] 
= (2pc 一 02 十 上 十 c2)(2bc 二 az 一 百 2 一 C2) 
二 492c2 一 (上 2 十 C2 一 G2) 2 
= dp + (Pp +r) ~ (2p)’ 
2.8 《0) 有 关 知 识 。 解 法 (3) 斋 要 较 多 的 平面 几何 知识 
(海伦 公式 不 象 三 角形 面积 等 于 底 乘 高 之 半 这 个 公式 那样 常 
用 ) 。 而 解法 4) 需要 较 多 的 立体 几何 知识 〈 我 们 必须 看 出 
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并 证 明 上 垂直 于 ae) 。 

《5 对称 性 。4， 下 和 C 三 个 数据 地 位 相同 ， 记 以 问题 关 
于 它们 是 对 称 的 。 解 法 ( 8 ) 利 用 了 对 称 性 ， 而 解法 ( 4 ) 则 更 
多 地 用 到 -4。 . 

(2) 解 题 方案 。 方 法 〈3 ) 更 为 按部就班 ， 我 们 从 一 开 
妈 就 觉得 较 有 把 握 。 事 实 上 ， 很 快 我 们 便 得 到 了 一 个 七 阶 方 
程 组 。 告 夺 起 来 ， 这 个 方程 组 是 太 难 了 〔 这 并 不 是 方法 的 缺 
涂 ; 在 8$6.4(2) 里 ,有 解 这 个 方程 组 的 办 法 ) 。 方 法 ( 4 预先 
不 易 见 到 它 的 好 处 ， 但 它 却 “ 磁 对 了 ”〔 谢 天 谢 地 ) ,而且 
用 较 简 单 的 计算 就 把 最 后 结果 得 出 来 了 。 
prgr’ , 24BC_ 

36 9 
2.10 由 $2.5(3) 的 三 个 方程 


ar=qr+r?,b i =r +p ,c= p+a 


2.9 三: = 


可 得 
二 
丰 qr=3 -6:, r=s:—e” 
于 是 由 习题 ?2.9， 得 
了 = 《SS 一 (3 一 2)A36 
2.11 d? = p+g*+r+， 这 个 问题 在 HSI， 第 一 部 分 有 
统一 的 处 理 ， 见 pp. 7-8,，10-12，13~14,，16-19。 
2.12 取 符 号 与 习题 2,10 和 $2.5(3) 僻 ， 重 复 一 下 在 习 
题 ?.10 中 已 作 过 的 计算 ， 可 得 


a?+br+e’ 


2.13 四 面体 由 它 的 六 条 核 的 长 度 唯一 确定 ， 空 间 的 这 
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个 结果 与 我 们 在 $1,1 里 讨论 过 的 那个 平面 问题 类 似 。 适 当 
选取 习题 2,11 和 2.12 中 所 考虑 的 长 方 体面 上 的 对 朋 线 ， 设 长 
方 体 体 积 为 p9r, 切 去 它 的 四 个 相 敬 的 , 具 三 直角 顶点 县 体积 


为 二 pqr 〈 见 习题 2.9) 的 四 面体 ， 便 可 得 到 本 是 所 给 的 四 而 。 


体 。 于 是 所 求 四 面体 体积 为 
= por par = 二 pr 
由 习题 2,10，p?=s? -az，g2=S 82，f2 =S 2， 故 
8 = (52 一 2)(52 -6:)(s? -cr)/9 

2,14 习题 ?2.10， 若 矿 = 0， 则 有 某 个 因子 ， 比 如 s?* 一 a 
= 加 为 0， 于 是 有 两 个 面 退 化 为 线段 ， 而 另外 两 个 面 变 成 全 
同 的 直角 三 角形 。 

习题 2,13， 著 =0， 则 四 面体 便 退 化 为 双 层 重生 的 逢 
形 ， 它 的 四 个 面 变 成 了 全 同 的 直角 三 角形 。 实 际 上 ， 著 
si1 -a:~0， 邑 有 a?=b?+c?。 

2.15 $ 2.7 最 后 一 个 方程 指出 ， 所 求 的 矩形 的 边 x 是 一 
个 直角 三 角形 的 斜 边 ， 它 的 两 交角 边 是 30 和 a 。 在 十 字形 里 
可 以 用 四 种 方法 《它们 并 没有 什么 本 质 不 同 ) 去 求 得 线 
段 *: x 的 中 点 应 该 是 十 字形 的 中 心 ， 后 者 将 * 分 成 两 段 ， 
每 段 长 为 二 ， 都 可 以 作 所 求 抢 形 的 另 一 边 ， 具 体 作 法 见 图 
S2.15。 


2,16 (a)x: =12x9-8x1=100, x=10 
(6) 因 为 
10=12-2=9+1 
所 以 应 当 向 上 移动 一 个 单位 ， 向 左 移动 两 个 单位 。 
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(c) 保 持 中心 对 称 似 更 有 理 。 


见 图 S2.16。 
S216 
2.17 设 x 和 y 分 别 表示 丑 子 和 驴子 所 驮 的 重量 ， 则 
y+1=2(x~1) 
+1=3(y~—1) 
解 出 x= 基 ，> = 站 。 


2.18 设 史密斯 先生 有 平行 李 , 他 的 太太 有 了 巴 态 行李 ， 
南 每 位 旅客 可 免费 运送 x 磅 行李 ， 则 


ht+w=94 
h—% WwW-% 47% 
1.5 2 13.5 
由 此 可 解 得 *= 40。 
2.19 由 
X+(X+100) + (x+300)=1600 
可 得 x= 400。 


2,20 每 个 儿子 都 分 了 3000 英 磅 。 
2.21 如 果 每 个 孩子 所 得 为 x ， 整 个 遗产 为 了 ， 则 


第 一 个 孩子 得 。 x= 100+ -之 
第 一 个 孩子 得 w=200 + 


第 三 个 孩子 得 。 x= 300+ 了 于 一 00 


等 等 。 任 意 相 邻 两 个 等 式 相 减 ， 其 右 端 的 差 是 


x+100 
100-—5— 
左 端 差 等 于 0 ， 即 得 x= 900， 由 第 一 个 方程 得 ?= 8100， 所 


以 有 9 个 孩子 。 
2.22 候 定 三 财 徒 开始 财 时 的 镜 分 别 为 *、? 和 =， 
信 
SsS=X+Yy+2 
(s = 72) 。 我 们 来 考虑 四 种 不 同情 况 下 赠 徒 们 的 钱 数 ， 每 
周一 场 ， 情 癌 便 发 生变 化 ， 可 是 总 钱 数 ?是 不 变 的 。 
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x > z 
2X—5 2 2z 
4X 一 23 493—5 dz 


Bx—4s=24 8y—28=24 82—s=24 


所 以 ，%x=39,， y=21,z=12。 
2.23 与 82.4 的 (1) 和 和 (2) 类似， 这 是 习题 2,2 的 将 珠 请 
形 ; : 


m=3, n=0, ar=3, ar=8, as=l 


3 3 
因此 ! = 弛 周 。 
2.24 牛顿 的 意思 是 朝 习 题 2,2 的 方向 作 一 个 推广 ， 不 过 
走 得 并 不 远 ， 没 有 “放水 管 ”， 所 以 没有 “68”，n=0。 
2.25 -每 蒲式耳 小 麦 、 大 麦 、 阁 麦 分 别 为 5、3 和 2 先 
令 。 见 习题 2.26。 
2.26 设 x，y》，z 是 三 种 商品 的 价格 ， 而 p, 是 4 个 第 一 
种 商品 、 如 个 第 二 种 商品 各 “. 个 第 三 种 高 品 价钱 的 和 ,其 中 
Y= 1，2 ，83 。 这 样 便 林 得 一 个 三 元 一 次 方程 组 
Ox tby+C = py 
v=1, 2,， 3 


这 是 习题 2,25 的 推广 ,我们 把 2,25 处 的 数据 表 


40 24 20 312 
26 30 50 320 
24 120 100 680 
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变 成 了 字母 表 


qs bs cs pa - 
从 8 种 商品 的 情形 推广 到 种 商品 的 情形 是 不 困难 的 。 
2.27 以 a 表示 开始 放牧 时 一 英亩 收 地 上 牧草 的 量 ,8 
是 一 条 牛 一 周 吃 的 草 量 ，? 表示 一 英亩 牧 地 一 周 后 生产 的 草 
星 ，a1，Q: 和 a 是 牛 的 数目 ，m ,mm; 和 坟 是 英亩 数 ，t1 ts 和 
1 分 别 是 三 种 情况 下 的 周 数 。 这 里 a，a，f ,7 是 未 知 量 ， 
其 余 8 个 量 是 已 知 的 。 条 件 是 


mlartiy)= of 
ma(a+ta7) = az 加 月 
ma+ty)= otf 
由 此 可 得 未 知 最 委 ， 方 ,4 的 三 元 一 次 方程 组 。 解 之 得 
_ Mm[mastott -hm tt)] 
i 
对 于 给 定 的 数据 有 有 0 = 36。 
2.28 设 等 差 数列 为 
. gy Ord, 1 G+tAd 
求 第 一 项 = 和 公差 q。 
已 知 它们 的 和 是 100 
at+ta+d)+. +(ta+ dd)=100 
以 及 后 三 项 的 和 等 于 前 两 项 的 和 的 7 信 
(a+2d) + (a+3d)+(a+4d)=7fat+ (at+d)l 
由 方程 组 . 
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5a+10d=100 
1la-2d=0 


可 解 出 = 号 ， gr 办 。 罗 此 等 基数 列 乃 是 


10 65 120 175 234 


6 6 6 6 6 
2.29 到 十 四 zf 19 


mz 
T+ + 1133 


令 r +f 二 = 方程 组 变 成 
mx+1)=19 
- 2(X2 -1)=133 
用 第 一 个 方程 去 除 第 二 个 方程 ， 得 到 wx 和 m 的 线性 方程 组 ， 
解 得 m= 6，x= 她。r= 子 或 久 , 记 以 有 两 个 (实际 上 是 同一 
个 1) 等 比 数列 : 4，6，9 和 9，6，4。 
2.80 ecqa+ 十 )=13 
1 = 
oq+) 4 . 


用 第 二 个 方程 除 第 一 个 方程 ， 得 到 9 的 一 个 二 次 方程 ， 
由 此 可 得 等 比 数列 为 


1 4 16 64 
5 5 5 8 
或 
64 16 4 1 
5 5 5 5 
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2.31 设 * 是 商人 数 ， 则 总 的 利润 可 以 用 两 种 不 同 的 方 
法 (按照 每 人 分 得 的 和 按照 分 配 的 方法 ) 去 表示 


x 
8240 + 40%ex) 00 = 10x¢*%+224 


方程 
2X3 — 25x* +206x— 560=0 

没有 负 根 《以 x = -bp 代 入 )。 如 果 它 有 有 再 根 的 话 , 必 为 一 正 
整数 ， 且 为 560 的 因数 。 因 此 我 们 可 以 逐次 用 x= 1，2，4， 
5，7，8，10，14，16，… 去 试 ， 结 果 可 得 其 根 为 ?7，8 和 10 
《当然 ， 欧 拉 首 先是 作出 方程 ， 然 后 编 出 这 个 歼 事 ， 你 可 以 
试 着 模仿 一 下 ) 。 

2.32 与 正方 形 不 共 心 的 四 个 图 ,其 圆心 乃 是 一 个 正方 形 
的 四 个 顶点 ,我 们 可 以 用 两 种 不 周 的 方式 去 表示 它 的 对 角 线 。 

C47)* =2(6— 2r): 


故 
r= (V 计 -1)o72。 
2.35 。 设 x+ 对 是 等 果 三 角形 底 边 上 的 高 ， 则 有 
《+ (= 
(人 (2 
消去 x， 即 得 | 


dst -dds +b*d:=0 
2.34 (94) 方程 关于 d* 和 6? 都 是 一 次 的 ,但 是 关于 s’ 是 一 
次 的 ， 因此， 有 理由 认为 解 * 的 间 题 要 比 其 他 两 个 问题 麻烦 
些 
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《6) d 有 正 值 的 充分 必 楼 条 件 是 48>>6*。 
& 有 正 值 的 充分 必要 条 件 是 d :>s*。 
5 有 两 个 不 同 的 正 值 的 充分 必要 条 件 是 d?>>b?。 
读者 能 从 这 里 学 到 一 些 东西 一 牛顿 对 习题 2.33 的 解法 
有 下 述 注解 “分 析 学 家 我 们 别管 已 知 量 和 未 知 量 之 间 的 
差别 。 因 为 对 已 知 量 和 未 知 车 的 各 种 不 同情 形 ， 它 们 的 运算 
关系 是 一 样 的 ， 因此， 在 对 它们 进行 表示 和 比较 过 程 中 不 作 
区 别 ， 是 方便 的 ，…… 或 者 说 得 更 确切 一 点 ， 我 们 可 以 把 问 
是 中 的 已 细 量 和 求知 量 起 旬 为 是 接 遇 最 容易 下 出 方程 的 方式 
给 出 来 的 ”后 米 他 又 说 ; “因为 ,我 相信 ， 当 几何 学 家 嘱 告 说 
“你 想象 要 找 的 东西 已 经 作出 来 了 ' ,他 的 意思 是 很 清楚 的 。 
《 “设想 问题 已 经 解 出 米 了 ”， 参 看 $1.4。) 
2.35 列 方程 时 ， 我 们 跟 测 量 员 所 考虑 的 刚好 相反 ， 设 
x 和 a，8，y，6 是 已 知 的 ， 而 1 倒是 未 知 的 。 由 AUVG， 
可 议 把 GV 由 x,2+B8 和 vy 表示 出 来 (正弦 定律 ), 由 AVUH， 
可 以 把 5B 由 x ,8 和 ?+ 6 表示 出 来 (正式 定律 ), 由 和 AGHV， 
可 以 把 6 由 GV ,石和 i! 表示 出 来 《 佘 藤 定 律 )》 。 利 用 GY 和 
入 的 表达 式 可 得 
i in2p: 
f= [+ me - 
2sin(a + BysinB coséd | 


sin(as p+o)sin(d try+6d) 
于 是 x? 可 由 1，a， 有 ,入 表 出 。 


2.36 说 4 28 a b c 


分 别 是 
面积 周 长 斜 边 直角 边 


《和 5 是 已 知 量 ，c，6 和 <。 是 未 知 量 ， 解 下 列 方程 组 
a+b+e=2s, bec=2A, a=bi+e: 
把 (b+c)* 用 两 种 不 同 的 方式 表示 出 来 : 
(25 -a):=a:+dd 


Q=S~ 一 
及 
2.87 设 三 角形 的 三 边 之 长 分 别 是 2a, 4,08 82+2= 2d3 
长 度 为 24 的 边 上 的 高 为 有 。 
给 定 c, 有，d ， 来 #9 。 
用 “和 y 分 别 表 示 # 和 在 24 上 的 正 投影 ， 并 令 


xy=22 
则 
XX+y=20 
WU2 = 有 2 + Us= ht+ 2 
于 是 
HU 
即 
2d(#4 -4)=20'27 
1 d+ ad 了 
=a+2 y=4-2 


+ 
(d+) -htt 十 名 )2 


2.38 若 a 和 心 是 两 邻 边 的 长 度 ，c 和 地 是 两 对 第 线 的 
长 度 ， 则 
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2KG2 十 昌 3) = CC +b 
其 实 ， 对 角 线 把 平行 四 边 形 分 成 四 个 三 角形 ， 对 相 邻 的 两 个 
三 角形 用 余弦 定律 即 得 。 

2.59 (2b 一 G)X2 十 (4G2 一 b)(2XY 一 4) = 个 
车 a =10, 56=12， 则 %=16( 一 8+3wII)/7， 十 分 近似 于 
给。 试 解 大 一 Fa =26 的 情形 。 

2.40 ai(3 + 3)/2 


2.41 地 名， 名 ， 吕 。 事 实 上 ,大 三 角形 的 过 被 小 三 角 
形 的 项 点 分 成 2 与 1 之 比 。 

2,42 《斯坦福 大 学 1957》 首先 考虑 最 和 单 的 情形 ， 邵 
已 知 三 角形 为 等 边 二 角形 。 自 对 称 性 ， 我 们 靖 想 在 这 种 情况 
下 那 四 个 小 三 角 彩 也 应 该 是 等 边 的 。 如 果真 是 这 样 ， 那 么 这 
些小 三 角形 的 边 就 应 该 平行 于 已 知 三 角形 的 边 。 这 样 ， 我 们 
便 发 现 了 图 形 的 基本 特征 ， 利 用 这 一 特征 ， 不 仅 可 以 解决 特 
殊 情 形 下 的 问题 ， 而且 也 可 以 解决 一 般 情形 下 的 问题 (我 们 
利用 “ 仿 射 性 ”从 等 边 三 角形 过 湾 到 任意 三 角形 ) 。 作 平行 
于 已 知 三 角形 一 边 的 四 条 平行 线 ， 它 们 把 另外 屠 两 边 都 五 等 
分 。 对 已 知 三 角形 的 三 边 都 作 这 样 的 平行 线 ， 便 把 已 知 三 角 
形 分 成 了 25 个 与 已 知 三 第 形 相似 的 全 同 三 角形 。 在 这 25 个 三 
角形 中 ,我 们 很 容易 就 可 以 技 出 题目 里 的 那 四 个 三 角形 ,每 个 
小 三 角形 的 面积 是 已 知 三 角形 面积 的 1/35 (解法 是 唯一 确定 
的 ， 证 明 略 ) 。 

2.43 (斯 坦 福 大 学 1960) 考虑 一 般 情 形 。 设 P 为 短 形 
内 一 点 ， 它 到 四 个 顶点 和 四 条 边 的 莽 离 依次 《按时 针 方 向 ) 
为 s，5，c，q 和 x，y，x/，y/。 则 有 
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人 
于 是 
32 一 六 十 C2 一 gd 一 0 
在 我 们 考虑 的 情形 ，a =5, 5=10,，c =14， 可 得 
dd:=25-100+196=121, d=11 

请 注意 ， 已 知 量 a, 4 和" 虽然 可 以 完全 确定 4 ， 却 不 足 以 
确定 撼 形 的 边 x+ x’ 和 y+ 37。 

2,44 设 s 是 正方 形 的 边 长 ， 则 由 习题 2.43，x+ 2 
y+》=s， 我 们 有 三 个 未 知 量 x*，>，5 和 三 个 方程 

XI + (8S— y=, x ty =60, y+ls~ xX):=c? 
于 是 

2sy=82+b2 a, 2sx=s* +h:—e’ 

平方 后 相 加 ， 得 到 一 个 8? 的 二 次 方程 

ss—(ar+e)s: +[(b a) + — 0)]/2=0 


考虑 下 列 特殊 情形 的 几何 意义 ， 
(1) s =20? 或 5s=0o 
(2) S=G。 


(3》 除 非 c* = 26 《此 时 s* = 9?) ， 否 则 s 是 虚数 。 
(4) 除非 0* =4* (此 时 s* = 0*) ， 理 则 3 是 虚数 。 


2.45 (斯 坦 福 大 学 1959) -00 和 -二 0， 其 近似 
v3 


值 分 别 为 78.54% 和 90, 69%。 当 我 们 从 一 个 大 的 方 桌 向 无 
限 平面 过 渡 时 ， 实 际 上 涉及 到 极限 概念 ， 不 过 我 们 不 去 详细 
讨论 它 现 满足 于 直观 。 

2.46 按照 习题 2,.32 的 办 法 ,把 某 一 个 立方 体 的 对 角 线 用 
两 种 不 同 的 方法 表示 出 来 : 
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(47)? 一 3(0G-21 7) 
r=(2y 3 -3)a/2 
2.47 设 P 点 可 以 是 空间 中 任意 一 点 ) 到 矩形 四 个 顶 
点 的 距离 按 顺 序 分 别 为 0 ，6 ，c 和 dd 。 给 定 其 中 三 个 , 求 
第 四 个 。 
因为 习题 2.43 里 的 关系 式 
qa-—b:+cr -di=0 
对 现在 这 个 更 一 般 的 情形 也 是 成 立 的 ， 所 以 立即 可 以 得 出 
解 。 因 为 长 方 体 任何 两 条 对 角 线 也 是 某 个 矩形 的 对 角 线 ， 所 
以 上 述 结果 也 可 以 应 用 于 点 了 和 长 方形 上 四 个 适当 选择 的 顶 
2.48 一 个 立体 几何 问题 的 解 常常 依赖 于 一 个 “辅助 的 
平面 图 形 ”， 用 这 把 “辅助 乎 而 图形” 钥匙， 可 以 打开 洞悉 
本 质 的 大 门 。 
通过 棱 乌 的 高 诈 一 个 平面, 它 平 行 子 克 而 的 两 条 边 (而 和 
直 于 其 余 两 边 ) ， 这 个 平面 和 捷 锥 的 交 线 为 一 等 旺 三 角形 ， 
可 以 用 它 来 做 开门 的 锅 匙 《“ 辅 助 图 形 ”》 ， 此 等 腰 三 角形 
的 高 是 ， 底 为 楼 锥 底面 的 边 长 。， 因 为 它 的 腰 就 是 俏 面 的 
高 ， 故 等 于 20， 于 是 


《20 = (号 ) + 


5az = 4h2/3, 
2.49 例如 ,正六 棱锥 的 表面 积 等 于 底面 积 的 四 倍 。 给 定 
底 的 边 长 5 ， 求 正 棱锥 的 高 中 (h= W690) 。 
参见 习题 2,52。 


所 求 面积 为 
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2.50 平行 四 边 形 中 ， 两 条 对 角 线 的 平方 和 ， 等 于 四 条 
边 的 平方 和 《习题 2.38 的 结论 ) 。 
在 平行 六 面体 中 , 令 
万 E F 
分 别 表示 
四 条 对 角 线 ”12 条 棱 。 12 条 面 对 角 线 
的 平方 和 ， 则 
F 
D=E=3 


《重复 应 用 习题 2,38 的 结果 即 得 。) 

2.51 所 求 面积 的 平方 起 

l6s(s—a}(ts—- b(ts~—e) 

可 以 把 它 看 成 是 海伦 公式 的 类 比 ,由 于 它们 太 相 象 了 ,所 以 是 
目 本 身 反 而 意思 不 大 了 。 

2.52 《斯 坦 福 大 学 1960) 设 o 是 三 角形 的 边 长 ，T 是 四 
面体 体积 ，O 是 八 面体 体积 。 

解法 一 ， /面体 可 以 条 下 分 成 两 个 全 等 的 正中 校 


锥 ; 底面 积 等 于 o*， 术 狂 的 商 是 ,7 也 小生， “辅助 平面 图 


形 ” 通 过 正方 形 底 的 对 角 线 〉， [是 
0 
3 


作 通 过 四 而 体 的 高 和 与 它 相 连 的 楼 的 平面， 它 与 四 面体 的 交 
是 两 个 直角 三 角形 (“辅助 平面 图 形 ”)〉 ， 由 此 可 得 


1 
于 是 
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解法 二 : 考虑 枝 长 为 26 的 正四 面体 ， 它 的 体积 是 257。 
通过 它 的 任 三 条 从 同一 顶点 发 出 的 枝 的 中 点 ， 可 作 一 平面 ， 
这 样 的 四 个 平面 把 正四 面体 前 分 成 四 个 相等 的 体积 为 了 的 正 
四 面体 和 一 个 体积 为 O 的 正八 面体 ， 于 是 

4T+O=8T 
由 此 又 得 O= 47。 
2.53 体积 比 是 
1.1.1 
a“"b'e 
表面 积 比 是 


bre .cra , a+h 


a “ec 
2.54 (斯 坦 福 大 学 1951〉 圆 台 体积 小 于 | 
差 为 一 正 数 : 


[| 


柱 体积 ， 其 


避 


仅 当 4 = 8 时 为 0， 此 时 两 立体 完全 重合 。 
MPR 卷 1 第 8 章 含 有 代数 不 等 式 在 几何 里 的 若干 应 
用 。 


2.55 设 r 是 八 48BC 外 接 圆 的 半径 ， 则 
2 YB 


ri=h(2R -A), 7 = -也 


于 是 


其 中 妃 在 实 贼 中 常 可 忽略 不 计 。 : 


2.57 35 埋 ， 参 见习 题 2.58。 
2.58 我 们 用 文字 检 替 上 是 里 的 数字 (在 括 弧 中 给 出 ): 


a ( 子 ) 是 4 的 速度 ， 

6 (号 ) 是 B 的 速度 ， 

co。 《1) 出 发 相隔 的 时 间 ， 
4 (59) 两 出 发 点 问 的 距离 。 


设 x 和 > 分别 表示 4、 硬 走 过 的 路 程 ， 则 方程 为 
%+y=d 


解 得 


和 牛顿 将 问题 的 一 般 提 法 陈述 如 下 : “给 定 两 相向 运动 物 
体 4 和 8B 的 速度 ， 以 及 它们 之 间 的 距离 和 开始 运动 的 时 间 闻 
陋 ， 求 它们 相遇 的 地 点 。? 
2,59 《斯 坦 福 大 学 1959) 引进 下 列 符号 ， 
4 一 一 长 尔 的 速度 ， 
2 一 一 比尔 的 速度 ， 
而 一 -第 一 次 过 见 的 时 间 ， 
ts 第 二 次 过 见 的 时 间 ， 
qd 一 一 街道 的 长 度 。 


则 有 


WH =a, utr =d + 
vi =d~a, vt =2d-b 


(1) 用 两 种 不 同 的 方式 天 示 羡 ， 得 
a d+6b 


d-a 2d~b 
于 是 ， 茎 去 零 解 ， 得 d = 35a ~ b。 


(2》 显然 区 尔 快 ， 因 为 这 时 蕊 = 总 。 


2.50 《斯 坦 福 大 学 1955)》 见习 题 2.51。 亦 可 参见 JST， 
pp,.236,239 一 240，247， 习题 12。 
2.61 在 出 发 点 和 ?+ 1 个 朋友 第 一 次 同时 再 相 过 的 点 之 
闻 ， 鲍 动 有 2n 一 1 个 不 同 的 运动 状态 ， 
{1) 鲍 勃 带 4 乘 车 
{2) 鲍 勃 单独 乘 车 
《3) 鲍 过 带 B 乘 车 
(4) 怨 支 单 铬 乘 车 
(24 -~ 1) 的 勤 带 了 和 柔 车 
图 52.61 是 x= 3 的 情形 ,有 五 个 运动 状态 。 由 示 着 4,B，C 的 
旅行 路 线 的 直线 都 标 上 了 字母 ， 其 中 斜率 陡 的 线 表示 乘 车 旅 
行 。 由 安排 的 对 称 性 (这 一 点 从 图 $2.61 上 看 得 特别 清楚 )， 
所 有 # 个 属 奇 数 次 的 运动 状态 持续 的 时 间 都 一 样 ， 设 为 了 。 
而 所 有 2” ~ 1 个 属 偶数 次 的 运动 状态 持续 的 时 间 也 是 一 洋 的 ， 
设 为 了 .用 两 种 不 同 的 方法 〈 一 是 从 鲍 勃 ， 一 是 从 他 的 一 个 
骨 友 ) 表示 2n- 1 个 运动 状态 〈 在 和 + (8#- 1)7 7 个 单位 时 间 
25f 


内 》 走 过 的 整个 行程 ， 得 
nTe~(n-1)T’c=Tect+(n~ (T+TD)p 
二 是 
T c+p 


Tr ep 
(1) 他 们 一 行 的 速度 是 
nTe-tn-DTe _ et(2n-1)p 


nT rn- (2n-1)c+p 
《2) 鲍 支 单独 乘 车 的 时 间 是 整个 时 间 的 
-DT (nD)(c-p) 


nT 40-1)7’ Can- ctrp 
《3) 与 (1)、《2) 的 结果 在 极端 情形 与 我 们 的 直觉 相符 (只 
有 (2) 在 # = co 时 例外 ) ， 


p=0 p=¢ n=1 R=00 
行程 下 度 二 < p 

疫 劲 单独 科 车 时 间 。 -1 0 op 

与 整个 时 间 芍 比 。 2n-1 2c 
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2.62 设 避 是 石 块 下 降 的 时 间 ， t; 是 声音 传 上 来 的 时 间 ， 


由 
T=t,+ts 
CEE 
可 = cf 
得 
= “ez -1 3 
d={-c(2g) +[c (29) :+eT]} 
参见 村 PR 着 1 p,165 和 户 ,264 习 题 29。 
2.63 令 B8'= 人 4CO, 由 
sino _AB sin%’ AC 
sing .40 ’ sing’ ~ AO 
得 


Sino”” sing 17 


另 一 方面 ， 因 为 8'= 有 ~ (% -ww)， 用 两 种 不 同 的 方法 


fsinw’ 
rsinosin(o' — w) 
2.64 把 三 个 方程 加 起 来 ， 得 
atb+c=0 
如 果 给 定 的 数据 a ,6 和 。 不 满足 此 关系 式 , 则 方程 组 光 解 ， 
即 不 存在 数 x ，y ，z 同时 满足 三 方程 。 若 此 关系 式 满足 ， 
问题 是 不 确定 的 ， 即 解 有 无 穷 多 个 ， 因 为 由 前 两 个 方程 可 得 


3a+6 
了 


ctgB=etg (ao-a) — 


X=2+ 


其 中 > 可 以 任意 取 值 。 

参考 习题 1.43 和 1.44。 

2.65 (斯坦福 大 学 1955) 比 较 恒等式 两 边 x 同 次 筹 的 系 
数 ， 可 得 三 个 末 知 数 2 ，9 ,，r 必须 满足 的 五 个 方程 ; 

1=p’, 4=2pg, -2=4°+2pr, -12=2gr, g=7’ 
由 头 一 个 方程 得 p= 土 1* 依 次 用 于 后 两 个 方程 便 可 确定 两 组 
解 : 

P=1, 9=2, 7=~3, 和 p= ~1,9= -2,r=3 
它们 色 好 也 满足 其 余 两 个 方程。 

一 般 来 说 ， 平 方 根 不 可 能 恰好 开 出 米 ， 因 为 通常 过 定 方 
程 组 是 没有 解 的 。 

2.66 《斯 坦 福 大 学 1954) 将 所 设 恒等式 右 端 展 开 ， 使 
对 应 的 系数 相等 ， 得 

(1) a4=8B=cC=1 

(2) 6C tcB=cAtaC=aB+bA=0 
由 (2) 有 


bC= -cB, cA4= ~aC, aB= -bdA 
将 此 三 方程 相 乘 ， 得 
abcABC = -aac4BC 
所 以 
abcABC=0 

可 是 由 《1) 又 有 

- abecABC=1 
矛盾 ! 这 表明 所 设 便 等 式 是 不 可 能 的 。 
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我 们 在 这 里 看 到 了 一 个 不 相 容 的 6 阶 线 性 方程 组 。 
2.67 x=5f，y= 6 的 -18!，z=40+13! 是 正 的 ， 当 且 
仅 当 0<1< 轩 ,因此 1 只 能 取 1，2 和 8， 于 是 得 出 
(x，y，z) 的 三 组 解 
(5, 42, 53), (10, 24, 66), (15, 6, 79)。 
2.68 与 习题 .67 一 样 ， 方程 组 
Xt+y+2=30 
14%+11y+492=360 


的 解 为 
X=2t, y=45~5t, z=3t—15 
其 中 
t=5，6，7，8 或 9。 
2.69 100+ X= y?, 168+%=22 


两 式 相 减 得 
2-y) (z+y)=68 
由 于 68= 22*.I7 只 能 按 下 列 三 种 形式 分 解 为 两 数 之 积 
68=1.68=2.34=4.17 
而 > 和 > 必须 同时 是 奇数 或 加 时 是 偶数 ， 所 以 只 可 能 有 一 
种 情形 ， 
2-y= 2 
2+y=34 
于 是 
2=18, y=16, X=156。 
2.70 斯坦福 大 学 1957) 设 饮 芝 有 x 张 邮票 ， 第 二 本 


里 有 全 部 妓 票 的 蕊 ,x 和 ?者 是 正 整数 。 
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2 = 
0 + 303=% 


故 


3+5°7°101 
28 -5y 
右边 分 数 的 分 母 必须 是 正 坷 数 ， 因 为 它 应 当 除 尽 分 子 ， 而 分 
子 是 奇数 。 于 是 只 有 三 种 可 能 : y= 1，3 和 5， 代入 上 式 ，》 
必须 等 于 5， 所 以 x= 3535 唯 一 确定 。 
2.71 (斯 坦 福 大 学 1950) 设 现价 为 x* 美 分 ， 而 存货 有 
3 支 ， 则 x<50， 且 


多 = 


xy=3193 
可 是 3193 = 31 x 103 是 两 个 素数 的 乘积 ， 所 以 它 只 有 四 个 因 
数 
1，31，103，3193 
车 假定 x 是 整数 ， 则 x = 1 或 31， 若 再 假定 x>1， 则 x= 31。 
2.75 (1) 不 相 容 ， 三 个 平面 中 ， 或 有 两 个 平行 而 不 重 
合 ， 或 任意 两 个 平 而 相交 而 三 条 交 线 平行 且 不 重合 ， 即 三 个 


平面 没有 公共 点 。 

(2) 不 独立 :三 个 乎 而 交 于 一 条 直线 ; 两 平 而 〈 甚 至 三 
平面 ) 重合 。 

(3) 根 容 且 独 之 ; 三 平面 交 于 一 点 ， 即 三 平面 有 唯一 的 
公共 点 。 


2.78 现行 的 中 学 课本 中 包含 有 类 型 不 多 但 数量 很 大 的 
“文字 题 ”。 而 恰 愉 是 那些 能 说 明 “ 笛 卡 儿 模型 ”价值 的 问 
是 及 其 应 用 却 往往 是 缺乏 的 。 

读者 从 前 面 讲 过 的 那些 例子 里 ， 可 以 学 习 怎样 从 刚 解 出 
指 题 目 再 引 仁 出 一 些 有 用 的 问题 。 下 面 我 列 出 一 些 这 样 的 问 
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题 ， 对 每 个 问题 都 给 出 一 个 例子 说 明 它 《读者 应 该 找 出 更 多 
的 实例 ) 。 

你 能 检验 所 得 到 的 结果 吗 〈 习 题 2.4) ? 

验证 和 极端 (退化 ， 极 限 ) 情形 〔 习 题 2.14) 。 

你 能 用 不 同 的 方法 得 出 结果 吗 ? 比较 不 同 的 解法 (习题 
2.8) 。 . 

你 能 给 予 这 一 结果 别 的 解释 吗 〈 习 题 2.3) ? 

把 问题 加 以 推广 (习题 2.2) 。 

设计 一 个 类 似 的 问题 (习题 2.47)。 

从 任 一 个 题目 出 发 ， 询 问 一 下 上 述 那 些 问题 或 是 类 似 的 
问题 ， 读 者 都 有 可 能 引出 一 些 新 的 问题 ， 或 找到 某 些 有 趣 而 
又 不 太 难 的 问题 。 总 而 音 之 ,通过 提出 这 些 问题 ,读者 将 有 机 
会 加 深 他 对 问题 的 理解 ， 闪 提高 解 题 能 力 。 

下 面 就 是 两 个 从 前 面 的 题目 引伸 出 来 的 《〈 并 不 那么 容易 
的 ) 问题 ， 

{ 1 ) 验 算 习题 2,35 的 结果 

(1) 想 设 a=6, B=Y,， a+B=90°; 
(2) 假设 c = 6，B =Y， 而 不 预先 给 出 4+ 8 的 值 ; 
(3》 分 别 以 5，Y，B 和 a 去 替代 a，8，Y 和 6。 

( 王 ) 试 考虑 类 似 于 习题 2.45 的 立体 几何 问题 (习题 3.39 
有 一 个 提示 ) 。 

2.56，2.72，2.73，2.74，2.76，2.7?7 是 评注 ， 不 存在 
解 的 问题 。 


第 三 章 
3.1 对 于 n = 0 和 nm = 1， 定 理 最 然 成 立 。 假 设 定理 对 某 个 “ 
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1# 成 立 : 
(IL +X)"=1 + 区 全 1 + (P+ 区 

两 端 均 乘 以 1+ x， 得 

320m4=14 [人 (2 
由 53.6(2) 的 递归 公式 ，(1+ x)" 中 的 系数 等 于 

("+1) 
r 

于 是 由 假设 二 项 式 定理 对 # 成 立 ， 推 得 它 对 # +1 也 成立。 请 
注意 我 们 也 用 到 了 8 2.6(2) 中 的 边界 条 侍 。 用 在 哪儿 ? 

5.2 假设 习题 3.1 的 结果 成 立 ， 令 


X= 


alor 


然后 去 考虑 


a(1+x)"=(a+6)" 

3.3 把 命题 <5s 是 p+1 阶 多 项 式 ”， 看 成 是 一 个 猜测 ( 清 
误 林 来 就 是 这 样 ) 。 当 p= 0，1 和 2 时 这 个 猜测 确实 是 对 的 
(命题 就 是 由 此 启发 而 得 的 ， 见 $3,3 的 开头 ) 。 外 没 这 个 
猜测 对 于 户 = 0，1，2，…， 有 一 1 都 成 立 ，《〈 即 对 So，S 
S:，…，39-1 和 都 成 立 ， 则 我 们 可 得 结论 〈 见 8 3.4 最 后 一 个 
方程 ) : | 

(‘81) Si + ($1)sts re +S =P 

是 一 个 训 阶 多 项 式 ( 这 里 忆 是 简写 符号 ) ， 于 是 由 上 述 方程 
就 可 以 推出 

C1) Se= + 人 
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因为 P 是 的 8 阶 多 项 式 ,(n+1)*"! 中 最 高 阶 项 mr :不 
可 能 被 消 榨 ， 央 此 上 式 表 示 S4 是 的 4h+1 阶 多 项 式 。 这 里 
我 们 得 到 这 一 结论 是 假设 了 So 是 的 1 阶 、S, 是 2 阶 . …、 
54-1 是 台阶 多 项 式 。 

直观 地 看 ， 所 考虑 的 Ss 的 性 质 ( 即 S+ 是 # 的 +1 阶 多 
项 式 ) 具有 一 种 “无 法 者 制 的 自动 延续 的 趋势 ”。 我 们 前 面 
已 经 知道 9%，S, 和 S， 具 有 这 个 性 质 , 所 以 由 上 面 的 证 明 ,S。 
也 必须 具有 这 一 性 质 , 同 理 ,S4yS。 等 者 具有 这 一 性 质 等 等 。 

由 公式 (1) 显 然 可 得 Sx 的 最 高 阶 项 系数 为 “5 二。 

下 面 一 些 问题 可 提供 上 述 结果 的 其 他 证 法 ， 订 可 见习 由 
4.2 一 4.7。 

3.4 SS 

__QKCH+1)C2841)(382 7 34~1) 
30 


按 标准 模型 作 数学 归纳 法 的 证 明 ; 见 MPR， 卷 1， pp， 
108 一 120。 

3.5 根据 83.2，$3.3，83,4 和 习题 3.3 提 出 的 模型 去 
作 。 

3.6 类 似 于 3.4， 


me Ca 1) 《 (er + Dt) 


3,7 类 似 于 $3.4: 
[nCnt1)] [nn—1) l=nt (n+ I) — (rn—1)*] 


-Pe 
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二 ye + 
3.8 类 似 于 83.4: 


(2n+ EinCn+1)]— (2n—1)[(n— 1)n]: 
= nt + 1) ] ran 1 (n+l) — (no1)*] 


-C0): 1) eos) s)he 


4 
3,9 由 习题 3.7 用 递归 和 数学 归纳 法 订 得 。 
3.10 由 习题 3,8 用 递归 和 数学 归纳 法 可 得 。 
3.11 由 习题 3.9 和 3.10 只 要 对 5S,(x) 和 


Sa(x) = SX) 2 


验证 结论 即 可 。 
3.12 (a) 用 “小 高 斯 的 方法 ”《 8 3,1 的 第 一 个 方法 ) 


2 


[1+ (2n~1)]+[3+(2n—3)]+" =2n. 


(58) 用 $3.1 的 第 二 个 方法 ， 见 下 面 。 

(c) 推广 ， 考虑 首 项 为 a ， 公 差 为 4d ， 项 数 是 的 等 差 
数列 : 

S=at+{atrd)+(lat2d) + + (at+(n-1)d) 
令 最 后 一 硕 e + (n-1)d=b， 则 (这 就 是 $3.1 的 第 二 个 方 
法 ) 

S=a+(a+d)+ (ot+2d) + + (b-2d) + (bd)+b 

S=b+(b-d)+(b-2d)+. +(at2d) + (Grd)+a 
两 式 想 加 再 除 以 2 ， 便 得 
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=n 


nn 
2 


= a 


特别 地 ， 当 se= 1，b = 24- 时， 有 
S= HD nan: 


{qd) 考察 图 3.9。 
(8) .见习 题 3.13。 
3.13 1+4+9+16+ "+ (2n -1)*+(2n? 
—4(1+4+."+0:) 
_ 2n(2n + 1)(dn+1) n(ni+1)(2nt1) 
和 


_ ndn’ -1) 
加 3 


3.14 按 习 题 3,13 的 方法 ， 可 得 : 
(28+]1)2 a mnt1)’ 
全 4 
3.15 利用 习题 3,11 的 符号 ， 可 得 . 
e+ Ft (2 ~ 1)s= Sr(2n) — 2LSKCN) 
3.16 多 几 个 问题 比 仅 只 有 一 个 问题 更 容易 回答 。( 这 是 
“发 明 家 的 圩 论 ”， 见 瑟 ST，p.121。》 与 所 提 的 
22452 二 82 二 二 (3n-1)2=17 
一 起 ， 我 们 还 考虑 
12 十 和 十 92 十 十 (30 一 2 = 天 
于 是 ， (由 习题 3.15) 有 
U+V +952(n) = S52(3n) 


=n:(2n? —1) 


此 外 有 
U-V=3r9+15+.+(64—3)= 3n 
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这 样 我 们 便 得 到 一 个 未 知 量 为 入 的 二 元 一 次 方程 组 ， 由 
此 不 仅 解 得 
Li 
UU- 到 1) 
同时 也 得 出 
6n2 37 一 
六 = nn 2 全 
其 他 解法 见习 题 3,17。 
5.17 《 见 前 面 第 三 章 注解 3 所 引 巴 斯 卡 著作 ) 把 3.3 
的 符号 推广 (那里 处 理 的 是 a = d = 1 的 特殊 情形 ) 令 
Sr=at+(ta+d)*+(at2d)t+r .+ fat(n-1)d]: 
显然 ，S。= na。 在 关系 式 
Carnd)ri far tn— lad: 


-CF er- Ddpdr( er 


Cn— Dd-id? + 
中 ， 令 等 于 1，2，3，…， 然后 相 加 ， 便 得 
(area 人 (sa (Se 
十 二 Seokrl 
于 是 可 以 逐个 地 递 推 得 S,，S; ,…，Sx。 试 详细 做 出 a = 2， 
4 = 3，k = 2 的 情形 ， 见 习题 3.16。 


5.18 由 83.2 和 8 3.3 的 结果 所 求 的 和 等 于 


1.2.， 2.3.。 34 《21 
Tg 2 十 3 + 了 和 十 十 3 攻 


= 2 293 二 3 3 ) + (4 47) + 
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.932) 
《8 一 1)m(H 十 1)(34# 二 2) 
本 24 


B18 (oO 全 于 


《的 1202 3 1)!s 


5.20 我 们 已 经 在 $3.1 中 求 出 了 E;， 在 习题 3.18 中 求 
出 了 巨 :。 一 个 更 为 有 效 的 方法 可 以 到 于 下 述 代数 学 的 经 典 
事实 建立 起 来 ， 即 初等 对 称 多 项 式 可 以 表 为 


El=S, 
_S-3S， 
E, = 
ps 2 S51" -25s -3515, 
6 
B, 2 S11+35s:+85,5, 651S, Se 
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前 同 次 短 的 和 。 把 它们 与 以 前 的 结果 (33,1,3,2 和 3,3， 

习题 3.4) 结合 起 来 。 同 时 再 把 Ex( 通 过 S1，S。，…，Sx) 

的 表示 式 的 某 些 性 质 (“等 权 ”) 与 习题 3.9 和 3.10 联 系 起 
来 ， 就 不 仅 可 得 到 Ex 的 阶 数 ,同时 也 能 得 到 最 高 阶 项 的 系 数 


mk 


Ex (m= Ey 


当 E 之 2 时 ， 还 可 以 推出 Ex(n) 能 被 
re ik] 
(nk+tl)n—k+2) a- Dant1yl 2 


整除 。 


3.21 方法 (a) 是 方法 (5) 的 特殊 情形 。 事实 上 ,如 果 仅 由 
.4 成 立即 可 推 得 4 1 成 意 ， 那 么 ， 由 A441，42，…，4m_4 和 和 
4- 都 成 立 ， 自 然 更 能 推 得 4., 1 成 立 。 这 就 是 说 ， 刀 果 ( 了 。) 
成 立 ， 则 ( 工 ,) 一 定 成 立 。 因 此 ， 如 果 我 们 认可 方法 (0)， 那 
就 一 定 也 要 认可 方法 (a)。 

方法 (6) 可 由 方法 (a) 推出 。 令 BB 表示 rn 个 命题 41, 4:， 
"44-1 和 4 的 全 体 ， 则 

《1) 的 意思 是 ，B ,成立 。 

而 

《Ib) 简 化 为 :由 上 B, 成 立 ， 即 可 推 得 B,, ;成立 、 这 样 ， 
关于 序列 4;，.4,，4,，… 的 命题 ( 1 ) 和 (就 转 化 为 关 
于 如 ,，B，，B;，… 的 命题 (1) 和 ( 4)。 

3.22 图 3.3 可 以 想象 成 是 下 述 情形 的 一 种 表示; 柏 尼 
(83)， 查 理 (c)， 狄 克 ( 刀 )， 罗 埃 ( 丸 ) 和 亚太 (.4)( 由 西北 到 
东南 的 衔 段 ) 支 帐篷 ， 另 五 个 男孩 ( 瑞 奇 (R), 亚 伯 (A), 区 
尔 (4)， 区 勤 克 斯 (4) 种 比尔 (8)- 一 -从 东北 到 西南 的 街 段 ) 
做 晚饭 。 从 这 个 具体 情况 出 发 ， 你 就 会 发 现 把 十 个 男孩 分 化 
不 同 的 两 队 ， 每 队 五 人 ,这 种 分 法 ,对 应 于 图 3,3 中 由 上 端 到 
下 端的 一 条 最 得 饥 齿 状 道路 ， 反 过 求 ， 每 一 条 这 种 句 此 状 道 
路 也 都 对 应 一 个 分 法 ， 这 个 对 应 是 一 对 一 的 。 所 以 ， 所 求 的 
分 法 总 数 是 252。 

3.23 我 们 现在 面临 的 是 习题 3.22 和 图 3.3 中 出 现 的 命题 
的 -- 明 情形 。 前 者 万 是 这 个 一 般 命题 的 一 个 有 代表 性 的 特殊 
情形 (MPR， 卷 1 ，p.25， 习 题 10) 。 

把 "个 元 素 从 到 n 标 上 号 ， 关 让 巴 斯 卡 三 角形 的 第 有 条 
“基线 ”与 第 R 个 元 素 对 应 起 来 。 一 个 元 素 属于 这 个 子 集 ， 
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当 且 仅 当 锯 齿 状 道路 是 沿 着 一 个 从 西北 到 东 由 的 街 眉 到 达 这 
个 元 素 所 对 应 的 基线 的 。 按 照 这 种 方式 任何 包含 于 n 个 元 素 
的 集合 的 含 r 个 元 素 的 子 集 ， 都 可 以 看 成 是 一 条 终止 于 某 测 
定点 ( 即 第 ”条 基线 上 从 左边 数 过 来 的 第 ?个 点 ) 的 锯齿 状 道 
路 ， 于 是 这 种 子 集 的 个 数 与 这 种 锯齿 状 道路 的 数目 是 一 样 
的 。 


3.24 有 2 条 直线 和 了 2 个 三 角形 。 


3.25 在 六 “一 般 位 置 ”给 定 a 个 点 ， 则 顶点 选 
n(n- 1)(n~- 2)(n— 3) 
自给 定 的 "个 点 的 四 男 体 有 ”一 "一 3 个。 


5.26 (1)-s n= 3) 


3.27 在 给 富 多 过 形 内 部 和 交角 机 条 对 角 线 一 定 是 某 
一 全 四边 形 的 两 条 对 角 线 ， 此 四 边 形 的 四 个 顶点 选 自给 定 多 、 
边 形 的 个 顶点 。 所 以 问题 里 的 交点 数 等 于 


n(n—1)(n~ 2)(n— 3) 
工 -2 34 


(1)=° 
种 不 同 的 取 法 ， 剩 下 的 五 个 面 中 ， 蓝 色 的 两 个 面 有 
(5)-w 
种 不 同 的 取 法 。 所 以 在 六 个 面 上 按 规定 的 要 求 涂 三 种 色 ， 可 
能 的 涂 法 共有 


(中 (3)=sx1o=60 


到 


3.28 红色 的 面 有 


种 。 


5.29 (? ) (= 1 ET 了 CS 一 CT 
3.30 含 ? 个 元 素 的 集合 分 成 上 个 互 不 相交 的 子 集合 ( 即 
任何 两 个 不 同 的 子 集合 都 没有 公共 的 元 素 ) ,使 得 第 一 个 子 集 
有 ,个 元 素 ， 第 二 个 子 集 有 r: 个 元 素 …， 最 后 一 个 子 集 有 
"个 元 素 ， 这 里 
十 ra 十 rs 十 十 四 二天 


这 种 不 同 的 分 法 共有 | 
nn 


了 

种 。 在 这 里 , 子 集 的 标号 是 很 要 紧 的 ( 即 标号 不 同 的 子 集 是 不 
同 的 ); 如 果 r，，r，，…，rs 中 有 某 些 是 相等 的 ， 我 们 就 必须 
仔细 区 分 元 素 个 数 相等 而 标号 不 同 的 子 集 。 在 习题 3,22 中 ， 
我 们 要 区 分 这 五 个 是 支 帐 篷 ， 郑 五 个 是 做 晚饭 的 ; 同样 的 ,在 
图 3,3 中 ， 我 们 要 区 分 两 条 关于 图 形 中 心 线 〈 即 上 端的 4 与 
下 端的 4 之 间 的 联 线 ? 镜 面 对 称 的 锅 具 状 道 政 . 而 在 习题 3,29 
中 ,即使 r 和 s 碰巧 相等 ,7 个 面 的 颜色 与 :个 面 的 颜色 也 
是 不 同 的 。 

3.31 用 $3,8 里 讲 的 所 有 四 种 方法 和 习题 3.23 的 方法 都 
可 以 证 明 它 。 

(1) 街道 网 络 关于 过 巴 斯 卡 三 角形 顶点 的 铅 垂 线 是 对 称 
的 。 

《2》 递归 公式 和 边界 条 件 也 有 同样 的 对 称 性 。 

(3》 引进 阶乘 符号 

"28m= 4 


我 们 有 
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7 


(? )= n(n ~ 1).. 1 rt 


r+t1) (Hor 
了 Cn—r) 


2 


2 四 
0 =-( 岂 让 


《4) 因为 在 (or 6)" 中 ， 瑟 换 ovb 的 位 置 , 结 果 不 变 。 
所 以 在 展开 式 中 ob 和 arr 的 系数 应 当 相等 。 

(5 如 果 在 = 个 元 素 的 集合 中 ， 取 出 一 个 含 个 元 素 
的 了 集 ， 利 下 的 就 是 一 个 含 =- r 个 元 素 的 于 入， 所 以 这 机 
类 于 集 的 个 数 频 当 相等 。 

rz 的 -(… 9- 
证 明 ， 在 (a+5)" 的 展开 式 中 取 a=8=1。 另 一 个 证 明 ， 从 巴 
斯 卡 三 角形 的 顶点 到 第 "条 基线 一 共有 ”条 最 短 锅 内 状 道 
路 ， 这 是 显然 的 ， 因 为 在 这 各 道路 中 ， 每 经 过 一 个 街 佣 《 即 
穿 过 一 条 基线 ) ， 再 继续 往 下 走时 ， 我 们 都 可 能 有 两 种 选 
独 。 开 一 个 让 明 ， 在 "个 元 素 的 集合 里 ， 包 含 实 集 合 和 闲 个 
集合 分 别 是 展开 式 里 的 (”) 和 ( ”)) 在 内 ， 一 共有 2" 个 子 
集 。 这 也 是 显然 的 ， 因 为 取 定 一 个 于 集 时 ， 任 何 元 素 或 者 必 
于 它 ， 或 者 不 属于 它 

3.33 对 n>1， 在 (a+6)" 的 展开 式 中 , 令 4 =1，6= ~ 


即 得 
PD) 
另 一 个 证 明 : 由 递归 公式 和 边界 条 件 ， 有 
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(D5) 
-ODD 


《2 - CD5057 
De!" ) -= Cnt) rv (1) 
ns)= Coro! 
把 它们 加 起 来 即 得 。 


再 一 个 证 明 ， 任何 到 达 第 ?一 1 条 基线 的 锯齿 状 道路 可 以 
变 成 两 条 锯齿 状 道 路 。 继 续 疝 下 走 到 第 .条 基线 ， 一 条 通 向 
* 正 ”的 街角 《r=0,，2,，4,，…) ， 男 一 条 通 向 “ 负 ” 的 
街角 Cr=1，3，5，…) 。 
3.34 类 似 的 在 第 四 条 道上 前 四 个 数字 的 和 为 
1+5+]5+35=56 


一 般 的 ， 在 第 上 条 道上 ， 有 ， 
(CN) 
月 数 学 归纳 法 证 明 ; 命题 对 z = r 成立 ， 事 实 上 由 边界 
条 件 有 
(站 
现在 假设 命题 对 某 一 个 * 成立， 在 所 很 定 的 方程 两 边 加 
上 同一 个 最 (” ，)， 则 由 递归 公式 可 和 


(CD) 
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= 
因此 命题 对 #+1 也 成 立 。 
这 就 证 明了 命题 对 一 切 n 之 r 都 成 立 。 
田 一 个 证 明 ， 在 图 3.7( 了 ) 中 ，A 是 顶点 ， 工 是 由 #+1 和 
"+1 确定 的 那个 点 ， 由 4 到 荆 的 最 短 锯齿 状 道 路 的 数 目 是 


人 1). 任 何 一 条 这 种 六 路 从 第 r 条 诞 走 到 第 r+ 1 条 道 总 要 沿 


”着 某 一 条 衔 走 … 个 衔 役 ,而 沿 第 0 条 街 、 第 1 条 街 、 第 2 条 街 
… 走 的 道路 的 数 昌 分别 是 


(全 (人 (2), », (人 
它们 的 和 就 是 由 -4 到 工 的 最 短 锯齿 状 道路 的 总 数 ， Bl +1 


因此 命题 成 立 。 
3.35 先 泊 着 西北 边界 线 (第 0 条 道 ) 加 这 些 数 ， 然 后 
是 沿 第 1 条 道 ， 再 是 第 2 条 道 ，…， 景 后 是 图 3.5 中 的 第 5 
条 道 ， 我 们 分 别 得 出 和 数 
6, 21, 56, 126, 252, 462 
它们 的 和 是 923。 我 们 在 图 3,5 这 个 巴 斯 卡 三 角形 的 有 限 部 分 
于 是 找 不 到 这 个 数 的 。 不 过 ， 我 们 能 找到 紧邻 的 下 一 个 数 


924=( 轩 ) 
现在 我 们 看 到 了 ， 可 以 利用 习题 3,34 和 二 项 式 系数 表 ， 
去 免除 上 面 繁 重 的 加 法 运算 (包括 最 后 的 第 七 次 加 法 在 内 )。 
也 就 是 说 ， 我 们 把 这 个 有 代表 性 的 例子 提高 一 步 就 容易 证 明 
它 的 一 般 销 形 ; 
269 


SE) -1 
3.36 等 式 左 端 的 各 项 中 ， 第 一 个 因子 取 自 巴 斯 卡 三 角 

形 的 第 五 条 基线 ， 而 第 二 个 因子 则 取 自 第 四 条 基线 。 右 端的 

数 在 第 九条 基线 上 。 与 此 类 似 ， 在 例 

1'1+5.3+10.3+10*1=56 

中 ， 沙 及 的 是 第 五 条 ， 第 三 条 和 第 八条 基 缓 。 而 在 8 3.9 里 

考虑 了 更 一 般 的 情形 ， 它 涉及 的 是 第 2 条， 第 二 条 和 第 2 条 

基线 。 册 这些 例子 ， 可 导出 一 般 的 定理 : 


#1 
(0) (DODD GID: 
ne n 1 二 大 
(GD 
我 们 在 这 里 实际 上 推广 了 符号 的 意义 ( 即 +>># 或 r<m 
或 ">m+n 的 情形 )， 正 式 的 提 法 见习 题 3. 65( 丰 )。 
$3.9 里 讲 过 的 那 两 个 证 明 方 法 都 可 以 推广 到 目前 这 种 
一 般 的 情形 。 几 何方 法 由 比较 图 3,7(I 工 ) 与 ( 置 ) 可 得 ,分析 
方法 则 归结 为 用 两 种 不 同 的 方法 去 计算 展开 式 


(+AM I +R) + 


中 的 系数 。 
3.37 等 式 左 端 的 各 项 中 ， 第 一 个 因子 取 自 巴 斯 卡 三 角 
形 的 第 -- 条 道 ， 第 二 个 因子 取 自 第 - :条 道 ， 而 右 端 则 在 第 四 
条 道上 。 与 此 类 位， 关系 式 
1°10+3:6+6*3+10.1=56 
涉及 第 一 、 第 二 和 第 五 条 道 ， 我 们 可 以 把 习题 3,34 和 图 3.7 
( ] ) 那 里 处 理 的 一 般 情形 解释 成 是 用 类 似 的 方法 涉及 了 第 0， 
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第 r 和 第 r+1 条 道 的 情形 。 由 这 些 例子 可 导出 一 般 的 定理 
CC) CE) 
+ CHC 本 
几何 证 明 ，《 比 习题 3,34 蜂 的 几何 证 明 更 一 般 些 ! 类 似 
于 83.9 和 习题 3.36 中 的 证 明 ) ， 在 图 3,?7《 玉 》 中 ， 点 二 由 
数 r+1+s+#( 衡 段 总 数 ) 和 r +1+s (向 右 F 方 走时 ， 通 
过 的 街 段 数 )》 确定， 于 是 由 顶点 4 到 上 的 全 部 最 短 句 齿 状 道 
路 数目 是 


r+stH+l 
r+ts+l 


住 何 一 条 这 种 道路 从 第 7 条 道 走 到 第 + + 1 条 道 时 总 要 沿 着 某 
一 条 街 走 一 个 街 段 ; 等 式 左边 的 项 是 报 据 所 沿街 的 编号 ,把 道 
路 分 成 若干 类 后 ， 分 别 算出 的 各 类 道路 数 ， 等 式 右边 是 总 算 
出 来 的 道路 数 。 

我 们 希望 这 里 也 有 一 个 跟 8 3.9 和 习题 3,36 平行 的 分 析 
的 证 明 ， 在 那里 公式 是 遥 过 考虑 两 个 级 数 的 乘积 导出 的 。 然 
而 在 这 里 看 上 去 还 不 那么 简单 ， 所 以 只 得 管 时 留 下 一 个 空 
自 。 我 们 还 希望 能 找到 在 这 两 个 类 似 的 公式 一 一 本 公式 与 习 
题 3.36 的 公式 一 - 间 的 某 种 〈 代 数 ? ) 联系 ， 这 又 是 一 个 空 
白 。 

3.38 第 "个 三 角形 数 是 


了 3 th (1) 


三 角形 数 1，8，6，10， .构成 了 也 关卡 三 朋 开 的 于 一条 
道 。 
271 


3.39 第 "个 角 众 数 是 


:0 
这 里 用 了 习题 3.34 的 结论 。 角 锥 数 1 ，4 ，10，20，… 构 成 
了 巴 斯 卡 三 角形 的 第 三 条 道 。 

附注 三 角形 数 和 角 锥 数 的 表达 式 , 在 有 二 项 式 系数 的 一 
般 显 公式 〈8 3.7) 之 前 ， 就 已 经 知道 了 ，. 或 许 正 是 这 些 表 
达 式 通过 归纳 才 发 现 了 一 般 公式 。 


n(nt1)(2nt1) 


2 2 2= 
3.40 17+27+.+n 6 


3.41 联结 顶点 和 由 数 


介 三 十 和 2 二 站 二 和 


《 街 眉 总 数 ) 与 


r=r1+r2 tt 
《〈 从 西北 到 东南 的 街 及 数 ) 确定 的 点 的 景 短 锅 齿 状 道路 ， 限 
制 它们 必须 通过 -1 个 给 定 的 中 间 点 ， 这 些 点 分 别 由 数 


La 和 六 
LF 和 r, + rs 
Hy 和 


去 确定 。 

3.42 (6) 图 3.10 表示 两 条 属于 集合 而 不 属于 子 集 (1) 的 
道路 .它们 有 同一 个 起 点 4 和 同一 个 终点 C, 还 通过 同一 个 中 
闻 点 已 ， 点 号 在 对 称 轴 上 ， 并且 把 每 条 道路 都 分 成 两 段 48 和 
BC。 两 个 4B 关 于 对 称 办 对 称 ， 并 且 每 一 个 跟 对 称 轴 都 没有 
共同 的 内 点 。 两 个 BC 则 重合 。 这 两 条 道路 中 ， 一 条 属于 于 
集 (2)， 另 一 条 属于 子 集 (3)。 反 过 来 ， 任 何 属于 (2) 或 (3) 的 
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道路 都 可 以 按 图 3,10 的 办 法 配 上 另 一 条 道路 ， 找 出 道路 与 对 
称 轴 的 第 二 个 公共 点 《顶点 4 是 第 一 个 这 种 公共 点 〉 即 可 。 
这 种 配 法 建立 了 子 集 (2) 与 子 集 (3) 之 间 的 一 一 对 应 。 

(5) 我 们 可 以 用 别 的 方法 去 配 (2) 与 (3) 的 道路 :图 3.10 
里 ， 两 段 弧 4 如 关于 过 4、 妇 的 直线 对 称 , 在 图 3.11 里 ， 它 们 
关于 48 线段 的 中 点 对 称 。 

《ce) 由 (e) 或 (5)， 有 


(人 -w+2( 7 
在 下 列 两 个 关系 式 : 


CD 人) 

中 先 用 一 个 ， 然 后 再 用 另 一 个 ， na a 
让 和 A(?) 

我 们 是 在 2r>* 的 假定 下 得 出 这 个 等 式 的 。 不 过 根据 巴 斯 卡 
三 角形 的 对 称 性 ， 很 容易 取消 这 一 限制 。 

3.43 用 数学 万 南 法 。 考 察 图 形 , 验 证 命题 对 n=1，2，3 
(=0，1》 成立。 

从 2m 到 2mtt+1。 由 长 度 为 2m 且 与 对 称 轴 除 顶点 外 没有 
草 的 变 点 的 道路 ， 可 以 引出 两 条 具 同 祥 特 性 的 长 度 为 2m+1 
的 道路 ，" 车 命题 对 n= 2m 成 立 ， 则 对 n= 2m + 1, 便 有 

2 2) 

这 就 是 我 们 所 要 求 的 数 。 

从 .2m + 1 到 2m + 3。 由 长 度 为 2m+1l 并 具有 上 述 特性 的 


| *) 对称 轴 只 与 俩 数 编号 的 基线 交 于 某 街 角 。 


~ 
-a 
By 


道路 ,在 多 数 情况 下 都 可 以 引出 两 条 具 同 样 特性 ， 长 度 为 2m 

+ 2 的 道路 ,只 有 雇 第 2m +I 条 基线 上 最 靠近 对 称 轴 的 两 个 点 

为 端点 的 道路 除外 。 具 体 到 这 种 情形 ,如 果 命 题 对 z= 2m+ 1 成 

立 , 利用 习题 3.42 的 结果 ， 对 ?= 2m + 2， 便 得 所 求 的 数 为 
多 加 ) 2577 (入江 

经 过 适当 的 变形 ， 它 就 等 也 


(at2 
m+1 


不 用 数学 妇 纳 法 ,利用 习题 3.42 解 法 中 (oc) 里 得 到 的 N 的 
第 一 个 表达 式 ， 考 虑 和 数 


2 
这 里 和 号 是 对 满足 <r <<# 的 " 求 和 ， 它 就 是 我 们 所 要 求 


的 数 。 和 仔细 区 分 #=2m 利 n=2m+1 的 情形 ， 就 得 到 命题 的 
3.44 0, 1, 6; 21, 50, 90, 126, 141, 126, ~ 
0, 1, 7, 28,77, 181,266,357, 393, 357; 
第 七 条 基线 上 除 1，393 外 ， 都 可 被 7 整除。 
3.45 类 似 于 习题 3,1。 
3.46 类 似 于 习题 3,31。 
3.47 类 似 于 习题 3,32。 
3.48 类 似 于 习题 3.33。 
3.49 类 似 于 83.9， 更 一 般 的 推广 类 似 于 习题 3.36。 
3.50 从 东北 向 西 南 倾 身 的 直线 
1，1，1，1，1，… 
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2 
1, 3, 6, 10, 15, 
也 是 巴 斯 卡 三 角形 中 的 “ 道 ”。 
3.51 因为 其 他 各 线 也 都 有 我 们 在 第 一 条 线 瞻 到 的 对 
称 性 ， 所 以 只 要 写 到 第 七 、 八 两 条 基线 的 中 间 就 行 了 。 
1 1 1 1 


8 36 188 280 
1 1 1 1 
9 72 252 504 630 
3.52 在 调和 三 角形 的 给 定 “基线 ” 上 上， 分母 与 二 项 式 
系数 成 比例 ， 比 便 因 了 于 从 两 端的 项 便 可 看 出 ， 确 切 地 说 ， 我 
们 发 现 两 个 三 角形 对 应 位 置 上 的 数 是 


加 lo 
(7) (+) 
巴 斯 卡 莱 卜 尼 兹 

证 明 当 *= 0, 即 知 调和 三 角形 的 边界 条 件 满 足 此 关系 。 


下 面 再 验证 递归 公式 , 先 利 用 二 项 式 系数 的 递归 公式 ,再 利用 
二 项 式 系数 的 显 公式 ， 便 得 ， 
人 十 了 
r 


i 人 a ) rn X) 


nt D1-mr+tD! ,no 


ty ‘rtierr pT ni 
rl 1 
lV 
” (1 。 
3,53 等 式 上 左边 都 是 图 3.13 中 某 一 条 道 的 首 项 ， 而 等 式 
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右边 是 下 一 条 道 所 有 项 的 和 。 其 证 明 见 习题 3.54 的 解法 。 
3.54 利用 莱 下 尼 兹 三 角形 的 递归 公式 ， 有 
1 


~ 


| 
| 
1 
i 
U0 
| 


ke 
py 
[eo 


t 


-Slrm SBI- 
~ 


Sm Sim Sr 9 
a 
SI 


把 它们 加 起 来 。 (第 二条 道 “ 运 处 ”的 项 可 以 “ 忽 梧 不 
计 ”。》 根 据 这 个 有 代表 性 的 特殊 情形 ， 我 们 不 难得 到 一 般 
的 命 证 ， 在 莱 目 尼 兹 三 角形 中 ， 茶 一 条 道上 以 某 一 个 数 为 首 
项 的 所 有 的 数 ， 朝 西南 方向 加 下 去 〈 无 穷 多 项 ) 所 得 的 和 等 
于 首 项 西北 紧邻 。 如 果 把 

4 菜 下 尼 兹 ” 4 无 穷 多 项 ? “了 廿 南 ” # 町 北 ” 
谈 成 # 巴 斯 卡 ? 4# 有 兽 多 项 ? “东北 ” “东南” - 
现在 这 个 结果 就 变 成 习题 3,34 的 结果 ， 从 这 里 可 以 着 到 习题 
3,51 里 所 说 的 “对 比 模拟 ”的 另 一 个 实例 。 

3.55 由 调和 三 角形 一 般 项 的 显 公式 〈 见 习题 3.52》 可 
以 看 出 ， 本 题 的 第 r - 1 行 和 习题 3,53 的 对 应 的 行 只 差 一 个 因 


1 全 人 
子 节 =1T， 这 里 r= 2，8，…， 所 以 它 的 和 是 


-1 
Cr DI -DD 


3.57 乘积 等 于 1 。 熟悉 无 穷 级 数理 论 的 读者 不 仅 是 从 
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形式 运算 上 了 解 方 程 


二 
1 十 区 十 二 和 十 1 


而 且 知 道 它 在 什么 条 件 下 有 意义 ， 也 知道 它 的 严格 推导 。 
3.58 oa +g +as +… +as 习题 3.57 是 一 个 特殊 情形 。 
5.59 每 一 个 级 数 都 对 应 巴 斯 卡 三 角形 的 一 条 道 ， 第 一 

个 级 数 见习 题 3.57。 重 复 运 用 习题 3.58 和 习 是 3 .34， 便 得 

1 十 2X 十 3X2 Tl 
1 3YX 二 6X2 十 10X2 十 二 (1 十 区 十 X2 二) 
一 般 的 : 
(人 + 人 > + (1 Ek (TF) er 
(I+) 
形式 的 证 明 可 用 数学 归纳 法 。 
3.60 用 两 种 不 同 的 方法 计算 乘积 
《1 一 %) II 一 xD) 

中 各 的 系数 。 它 跟 习 题 3.36 解 法 中 的 分 析 方 法 〈 即 $3.9(3) 

里 的 方法 ) 极为 类 似 。 

3.61 分 别 是 1，0 ，0， 0 。 这 可 以 看 作 是 对 猜测 入 

的 肯定 。 

3.62 用 两 种 本 质 上 不 同 的 方法 算出 它们 ， 分 别 是 -2 ， 

- 言 ， 圭 ，- 六 3。 这 可 以 罩 作 是 对 猪 测 N 的 又 一 次 肯定 。 


2 
3 


EE 

B63 (1+x)*(1+x) 
. 2 s 村 

=(1+ 全 -二 人 2) 
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Ax _ Tw 
x(1+ 竺 - 邱 + 舍 - 243 二 
=1+%+OX: 十 吕 X3 十 DOXE 十 
这 更 进一步 肯定 了 猜测 入 。 
3.64 由 习题 3.57， 有 


1 D(a) CDC2)(C-3) 
1 1 


= 一 多 十 和 一 %3 二 和 

=[1—(~*)] 1=(1+x)! 
这 样 又 从 一 个 十 分 不 同 的 方面 肯定 了 猜测 NW 。 习 题 3 .59 的 那 
些 级 数 也 能 从 猜测 Y 导出 吗 ? 


3.65 (Tr *)= 了 一 工区 fr-2-%.,—% 


r 1 了 Tr 


x x-rt+t2 xX-r+l 
了 一 了 


3.66 接 归 铺 测 N ，(1 + 2 :的 表达 式 中 x" 的 系数 是 
(我们 先 用 了 
习题 3.65( ID， 然后 假设 7 是非 钠 总数 并 用 了 习题 3.31, 拒 
钦 成 -zx， 则 o 变 成 ( - 1)"x"， 这 样 我 们 就 得 到 习题 3.59 的 一 
般 结果 ， 它 证 明了 猫 测 对 一 类 重要 的 特殊 情形 即 为 负 贞 
数 的 情形 是 成 立 的 。 

3.67 由 


:ee Oe 
x [Bre (1)et +(e )e + 
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= (35) (ez (om 


可 得 《习题 3,56) 


XD 
著 取 a = 加 ，b=#， 这 就 是 习题 3.36 的 结果 。 不 过 这 里 定义 
域 是 不 同 的 ， 在 前 面 mw 和 ”限制 为 非 负 整数 ， 而 这 里 a 和 6 
是 没有 限制 的 ， 可 以 是 任何 数 。 

3.68 由 猜测 六 导出 的 关系 式 (* ) 并 没有 得 到 证 明 ， 仅 
仅 是 一 个 猜测 。 

(* ) 的 特殊 情形 一 一 即 c 和 2 是 正 整数 的 情形 ， 已 经 在 可 
题 3.36 中 证 明了 。 另 外 由 习题 3, 66 的 解法 可 知 * 和 6 是 负 整 
数 的 特殊 情形 等 价 于 习题 3,57 的 结果 ， 因 而 也 已 经 证 明了 。 
《注意 ，《〈* ) 给 出 了 习题 3.36 和 习题 3.37 之 间 的 联系 ， 这 
是 我 们 项 望 得 到 的 ， 见 习题 3.37 解 法 末尾 的 注 记 。) 

我 们 能 利用 习题 3.36〈 它 是 (* ) 的 一 个 重要 特殊 情形 》 
作为 跳板 全 部 证 出 《*) 枉 ? 如 果 我 们 知道 有 关 的 代数 事 
实 ， “两 个 变量 x 和 > 的 多 项 式 当 x 和 > 取 正 整数 值 时 等 
于 零 则 伍 等 于 零 。” 我 们 就 能 证 明 它 。》 


(0)+(9)=+ (5) 2X2 (0 er ol) 
关系 式 〔* ) 与 关系 式 
fC fol x) = forolx) 
实质 上 是 等 价 的 。 假 定 〈* 〉 已 经 成 立 了 7， 则 
FR)F CO AR) = fa Kf (x)= Facl%) 
一 般 的 ， 对 任何 正 整数 4 都 有 
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[fx) I= fue x) 
设 严 是 一 个 《 正 的 或 负 的 ) 整数 ， 由 于 我 们 已 经 证 明了 猜测 
立 对 9 取 正 、 负 整数 值 时 都 是 对 的 《习题 3.1 和 习题 3.66) ， 
所 以 


[Fa(xz)] = fm(X) = (1+%)™| 


fa (2) = C142) 


因此 由 (，) 可 导出 猜测 入 对 指数 a 取 一 切 有 理 数值 都 是 对 
的 。 

(实际 上 ， 最 后 一 步 是 比较 冒险 的 ,因为 在 开 # 次 根 
时， 我 们 无 法 确定 村 一 个 可 能 取 的 值 是 我 们 所 应 该 取 的 ， 这 
样 我 们 便 留 下 了 一 个 空白 ， 如 果 我 们 停留 在 习题 3.56， 从 纯 
粹 形式 的 角度 出 发 ， 这 个 空白 是 很 难 补 上 的 。 不 过 ， 我 们 已 
经 发 现 构造 完整 的 证 明 所 必需 的 一 切 了 。 距 牛顿 写 这 封 信 一 
个 半 世 纪 以 后 ，1826 年 ， 当 现 了 伟大 的 挪威 数学 家 六 -五 , 阿 
只 尔 的 一 篇 论文 ， 在 这 篇 论文 里 ， 他 对 于 复 什 的 x 和 4 ,讨论 
了 二 项 式 级 数 的 收敛 性 及 其 值 ， 大 大 地 推进 了 无 穷 级 数 的 一 
般 理论 。 请 参看 他 的 全 集 ,1881 年 , 第 一 着 PP.219 一 250。) 

369.1，2，6，20 在 巴 斯 卡 三 角形 的 对 称 轴 上 。 解 
释 ， x ;的 系数 是 
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3.70 

Gotlo= 6éo 

Mu = Go0i ~ Gibo 

Gus = Ob ~ ood + (af -aoas)bo 

Oius = bs — aiabs + (ao 各 一 aias)5 - (ai— 2qao0rds 

+ of03)bo 

3.71 习题 3.70 处 理 过 的 x= 0，1，2，3 的 情形 预示 我 们 
go wa 是 co 各 的 一 个 多 项 式 ， 它 的 各 项 都 有 下 列 狂 质 ， 

(1) 关于 a 都 是 # 阶 

(2》 关 于 5 都 是 1 阶 

(3) a, 已 合 在 一 起 的 权 为 =。 

理由 是 : 

(1) 如 果 a 换 成 ce (4=6，1，2，…, 5 任意 ) ， 册 必 
须 换 成 4。c-!。 

(2) 如 果 5 换 成 b+ ce，un 必须 换 成 nc。 

(3) 如 果 ar 和 6 分 别 换 成 cc" 和 boc” (如 象 用 cx 普 换 
* 的 结果 一 样 ) 那么 wm 必须 换 成 aac"。 

5.72 =b-b-i: 如 果 把 ur 用 0 和 6 表示 ， 令 
go=01=42s=43=… =1， 得 到 的 结果 就 应 当 是 它 。 这 是 一 
个 有 价值 的 验算 ， 试 对 n= 0,1,2,3 进 行 (习题 3,70)。 

3.73 ts=bo Tb1+ bs+… "bn (见习 题 3.58) ， 如果 
把 而 用 4 和 5 表 出 ,， 令 ao=1， 91= 一 1, ds=4,=''=0， 
得 到 的 结果 就 应 当 是 它 。 这 是 一 个 有 益 的 验算 ! 试 对 #= 0， 
1，2，3 进 行 〈 习 题 3.70) 。 

3.74 
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区 (Dw 
tA0 361 + 346 an nr) + 
参见 MPR, 卷 1，p.84， 习 题 2。 

3.75 

Gi 三 工 


1- 


一 Gila = Gy 

Glis 一 263 一 cias 

-Gus=5a3 一 5atazas + ola 

qius = ]4 叶 -21aiagas + 3aia + Batasas 一 aiay 

3.76 习题 3.75 处 理 过 的 情形 启示 我 们 ai? 和 :we 是 的 
一 个 多 项 式 ， 它 的 每 一 项 是 

《1) -1 阶 的 ， 且 

《2) 权 为 2n 一 2。 

理由 是 : 

(1) 如 果 把 a, 换 成 ouc 〈 邵 象 用 c 1x 替换 x 的 结果 一 
样 ) ，um 必 须 洲 成 wwc 

《2) 如 果 am 换 成 cvc"”( 如 象 用 cy 替换 y 的 结果 一 样 )， 
2 必须 换 成 wec-1。 


Y=X— XT TR Xt 
因此 ， 如 果 在 习题 3.75 中 ， 令 a+=1， 我 们 必定 得 到 
4s= (一 1)"™1。 这 是 一 个 有 益 的 验算 试 对 # = 1，2，3，4， 
5 进行 。 
5.78 1-4x=(T+y) ' 或 
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yd) 2 tet ) 
， 见 习题 3.69。 
3.79 y= -1+(1+4ax)82c)~: 
一世 一 9X2 + 2G2X3 一 5G3X4T 二 1404X5 一 
"的 系数 是 
(to AN (Dlom! /2n-2 
0 ( -一 #1 
《算法 与 习题 3 ,69 类 似 ) ， 荐 令 01 =1，as = 0，qs= a4=…… 
=0， 则 习题 3.75 的 te 就 是 它 。 参 考 MPR， 卷 1] ，p.102， 
习题 7，8，9。 


ps (te 
3.80 x+ 四 + 
8.81 wom l Us = 二 ,us = 二。 

3.82 数学 归纳 法 ， 结论 对 于 = 3 成立 。 假设 #>3 ， 


车 对 um 以 前 的 那些 系数 都 已 有 
Hel, UL, 1 1 
则 因为 ，z。= w= xz =1， 即 得 
HM = ota 1 tn tt > 1 
3.83 令 
Y= + 
= 2olus te CR I Ua ee 
由 微分 方程 可 得 
Le 


又 由 初始 条 件 得 
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#o=1, #4:=0 
最 后 ， 对 =1，2，3，…， 有 
(一 工 和 


Wan om Wam 1=0 
Xe 4 
和 te 
了 = 工 21 + 2 十 


5.84 B= Bn-s+A; 

Cr= Crio+ Bn 

D,= D'ss+Cr 

E,= 五 io 站 
由 最 后 一 个 方程 ， 对 "= 100， 得 

E06=Esot+Dioo 
而 对 前 一 个 方程 ， 对 n= 20， 由 于 如.s = 0 (我 们 规定 所 引进 
的 量 ， 当 它 的 足 码 为 负数 时 ， 就 等 于 0 。) 有 

Dso= Cs。 

这 些 例子 说 明 所 得 方程 组 的 主要 特征 ， 我 们 可 以 计算 任何 未 
知 量 (例如 事 ;。。) ,如果 足 玛 比 它 小 的 同类 未 知 量 (例如 Es。) 
和 别 的 较 低 类 别 的 未 知 量 ,( 即 字母 表 里 的 次 序 排 在 前 面 的 字 
母 所 表示 的 来 知 量 ,例如 DD 64) 已 经 算出 来 了 的 话 。C 有 的 时 
做 内 需要 预先 算出 一 个 未 知 景 就 可 以 了 ,例如 品 ,。, 在 另 一 些 
情形 ， 我 们 需要 某 些 “ 边 值 ”， 它 们 是 在 建立 方程 前 就 已 经 
知道 的 ， 即 了 Bo，C6，Ds, 如 6 和 一 切 4sn= 0 1 ,2 
的 值 ) 简 言 之 , 我 们 计算 未知 量 是 上 济 到 足 码 小 的 同类 未 
知 量 和 字母 表 里 更 靠 前 的 字母 所 未 示 的 未 知 量 ， 最 后 上 少 到 
边 值 。 (不 要 让 符号 的 差别 拖 盖 了 这 种 算法 与 $3,6(2) 里 用 
圳 归公 式 和 边界 条 件 确定 二 项 式 系 数 两 者 之 间 的 类 似 之 处 ,) 
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读者 应 当 建 立 一 种 简单 的 计算 方案 去 验算 下 列 数 全 
Bio=3, Css=12, Dso=49, EB.oo = 292 
《关于 这 一 问题 ， 更 详细 的 叙述 和 具体 的 解释 ， 见 HSD 
9.238, 习 题 20 和 美国 数学 月 刊 American Mathematical 

Monthly,63 着 ，1956，pp.689 一 697。) 
3.85 数学 归纳 法 ， 候 定 》 中 具有 所 假设 的 形式 ， 再 作 
一 次 微分 ， 便 得 
FED=(- "n+ 1 ?nx 
+(- Tx Tn + (n+1)c,] 


如 果 记 


Carl = n+ (n+)e, 


这 就 是 我 们 所 要 的 形式 。 把 上 述 等 式 变 成 
ea 1 
Ctl” wr + n+l 


并 利用 cr = 1， 便 得 
1 工 


or=m(1 + 本 + + 


3.86 求 几何 级 数 的 和 就 是 一 个 与 它 密 切 相关 的 问题 ， 
它 的 结果 及 通常 的 推导 方法 ， 下 面 都 要 用 到 。 
记 S 为 所 求 的 和 。 则 


(1—X)S=T+X+tXI +t 


c 


因此 ， 所 求 的 简单 老 达 式 是 
ce 1- (n+1)x" +t nx 
~ -0 


3.87 利用 习题 3,85 的 方法 、 符 号 和 结果 ， 记 了 为 所 求 
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的 和 ， 考 同 
《一 和 0) 个 = 于 二 3YX 十 5X2 二 7X8 十 十 《28 XL" 
=2S-(1+X 二 X tt 

于 是 由 代数 运算 得 

Te XX RX 

(1 ~—%)® 
3.88 由 习题 3.86 和 3.87， 我 们 可 以 用 递归 方法 找 出 
2 

的 一 个 表达 式 , 这 只 要 把 8 的 情形 归结 为 &-1,k-2,…，2 
1 和 0 的 情形 即 可 。 

3.89 数学 归纳 法 。 结 论 对 n= 1 显然 成 立 ， 而 


an(nt a) -ol+p) 
tm 


rnt1+p)-all+h) 
= + Oary 


3.90 把 习题 3,84 应 用 到 
ap 8=9-1 
的 情形 ， 所 求 的 和 便 等 于 
p (Pti p+2.., pin 
Si 全 1) 


p=- 
3.91 (1) 8, 4v 2, 4 3; 66 
(2) C=2ntgT, Jr=2nSinT, 
其 此 ， 用 熟知 的 三 角 伍 等 式 可 直接 证 明 。 


3.92 关于 数学 归纳 法 的 重 多 的 例子 可 见 脚注 5) 所 引 的 
书 。 与 第 二 部 分 和 第 三 部 分 对 题 有 联系 的 习题 可 以 在 概率 论 
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计算 和 组 合 分 析 的 书 中 找到 。 与 第 四 部 分 习题 或 习题 3.53 到 
3.55 有 联系 的 习题 可 以 在 无 穷 级 数 或 复 变 函 数 的 书 中 找到 。 
与 习题 3,81，3.82 和 3.83 密 切 相关 的 习题 则 可 以 在 微分 方程 
论 的 章节 中 找到 。 
能 够 引出 进 一 步 的 辣子 的 话题 还 有 很 多 ， 象 多 项 式 系数 
《参考 习题 3.28，3.29，3.30) 就 是 一 例 。 三 顶 式 
(G+b+e) 
当 n=0,，1，2，3 ，… 时 的 展开 式 的 系数 ， 可 以 联系 到 空 
间 第 一 卦 限 里 的 格子 点 ， 正 象 二 项 式 (e+ 5) "在 巴 斯 卡 三 角 
形 黑 的 系数 可 联系 到 平 画 上 第 一 象限 里 的 烙 于 点 一 样 ,那么 ， 
类 似 于 边界 条 件 ， 递 归公 式 ， 巴 斯 卡 三 角形 里 的 “ 道 ”、 
# 街 ”、“ 基 线 ”， 以 及 习题 3.31 一 3,39 在 空间 的 情形 下 又 
是 些 什 么 ? 跟 习 题 3.44 一 3.50 相 联系 的 又 是 些 什 么 ?我 们 还 
没有 提 到 二 项 式 或 多 项 式 系数 的 数论 性 质 ， 还 有 其 他 等 等 。 
3.56 是 评注 ， 不 存在 解 的 问题 。 
第 四 章 
4.1 设 .4 表示 楼 难 中 与 底 相 对 的 顶点 〈 即 .“ 尖 项 ”) ， 
将 楼 锥 的 底 章 分 成 面积 分 别 为 一 
Bi, Ba, ,Bs 
的 # 个 三 角形 。 每 一 个 这 样 的 三 角形 都 是 一 个 四 面体 的 底 ， 
使 得 4 是 四 面体 与 底 相对 的 顶点 ， 而 8? 是 它 前 高 。 于 是 楼 锥 
便 (由 过 4 的 平面 ) 前 分 成 ?个 体积 分 别 为 
Vs Pay es Ps 


的 四 面体 。 显 然 
Bt+Bit%+B.=B 


Vr,t ts 
假定 所 要 求 的 体积 的 表 达 式 
明 ， 则 有 
六 = 了 了 Bi ys = 于 Bo Bp 
把 这 些 特 殊 的 关系 式 加 起 来 ( 芝 加 1 ) 俐 得 出 一 般 的 关系 式 
‘VBh 
4.2 上 有 阶 多 项 式 的 形状 是 
所) = 0X + a Xt + et OX 
其 中 ao 二 0。 相继 让 x 等 于 ，2 ，83 ，… 和 m 并 把 它们 加 
起 来 ， 利 用 习题 3,11 的 符号 ， 便 得 
FAI + tt fn) 
QarS(N) + GS (nF + OS 0 Cn) 
等 式 右 端 由 习题 3.3 的 结果 乃 是 一 个 4 的 &+1 阶 多 项 式 。 
4.3 我 们 把 习题 3.34 的 结果 写成 下 列 形式 


(和 (和 
见习 题 3.65〈 下 ) ， 假 定 习题 4.4 已 证 明 ， 列 我 们 可 以 把 所 
设 多 项 式 写成 


tos(F) 1541) + th 
这 里 pe = h! ao 守 0 〈 品 习题 4 的 解法 ) ， 依 次 让 * 等 于 
0，1， 多 ，3，…，#， 然 后 把 它们 相 加 ， 利 用 二 商 写 出 
的 习 屯 3.34 的 结果 ， 可 得 

FO FIC + HY tet fn) 


288 


(2 I)+6, CAD :bt1) 
等 式 右 端 乃 是 nn 的 一 个 上 +1 阶 多 项 式 。 
4.4 比较 所 求 恒等式 两 端 **〈 即 x 的 最 识 次 窒 ) 的 系 
数 ， 得 
四 
于 是 ， 由 记 求 恒等式 得 


x 
Qt tN ‘okao( 和) 


bp) + 四 ) 


再 比较 两 端 **-! 的 系数 ， 便 可 以 用 4, 和 a. 把 2; 表 出 来 ， 继 续 
. 照 此 办 理 ， 使 可 用 闻 归 方法 逐个 定 出 bo，6:，b2，…，pxo 
4.5 我 们 必须 依 定 四 个 数 6。，5,，6。， 和 bs。， 使 得 


3 = ) roe) ol(F)r ol?) 
是 x 的 恒等式 。 也 就 是 说 


BEE +2%) + + bax+bs 


比较 x*，%?，x1 和 x* 的 系数 ， 便 分 别 得 出 下 人 方程 
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由 此 可 导出 
bo=6, b1=6, bs=1, bs=0 
多 而， 由 习题 4.3 的 推导 (#= 3) 经 过 代数 运算 便 得 


tastetnee ?1)+e( I) (3!) 
tl) en . 
4 
4.6 习题 4.3 已 经 证 明 存在 五 个 常数 co，cs，c2，cs， 
和 ec,， 使 得 等 式 . 
183 十 23 十 33 十 十 8 一 Cogt 十 Clm3 二 Cot2 十 Cs 十 CA 
对 一 切 正 整数 都 成 立 。 依 次 令 #= 1，2，3，4 和 5， 便 得 
到 五 个 未 知 量 c。，c1，c:，cs3， 和 和 cs， 五 个 方程 的 线性 方程 
组 ， 解 之 即 得 
c= 二 cu = 于， os=0， c=0 
所 得 到 的 结 黑 与 习题 4,5 相 同 ， 不 过 要 麻烦 些 。 
4.7 由 习题 4.3 可 以 给 出 习题 3.3 的 结论 的 一 个 新 的 证 
明 ， 只 有 一 点 例外 ， 即 由 习题 4.3 的 推导 ，Se( 表达 式 中 
mr 的 系数 是 不 确定 的 〈 不 过 ， 稍 加 一 点 注解 ， 也 可 以 得 出 
这 个 系数 ) 。 
4.8 是 一 致 的 ， 因 为 直线 的 方程 形状 是 
y=axtbh 
其 右 端 是 一 个 阶 数 所 1 的 多 项 式 。 
4.9 直观 上 看 ， 与 x 轴 重 合 的 直线 是 最 简单 的 插值 曲 
线 ， 它 对 应 于 恒 等 于 零 的 多 项 式 。 任 何 列 指 播 值 多 项 式 必 定 
是 高 阶 的 ， 即 至 少 是 = 阶 的 ， 因 为 它 有 个 不 同 的 零点 xi， 


2 


C2 
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4.10 由 $4,3 轩 最 请 公式 给 出 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 阶 
数 n ~]， 我 说 它 是 座 一 的 一 个 这 一 低 阶 数 的 播 们 多 项 式 。 
事实 上 、 和 如果 有 两 个 阶 数 都 <n - 1 的 多 项 式 ， 在 # 个 给 定 的 
模 坐 标 上 取 相 周 的 值 ， 于 是 它们 的 差 便 有 个 不 同 的 零点 ， 
这 就 产生 零点 个 数 高 于 阶 数 的 情形 ， 芍 此 差 必 须 恒 等 于 0 。 
这 个 阶 数 <n - 1 的 堆 一 的 拉 格 妆 日 插值 多 项 式 ， 其 阶 数 当然 
是 最 低 的 。 

4.12 (aq) 显然 ， 因 为 对 于 常数 c, 和 c: 有 

{CY tCy2) CU 二 Cs 
(5b)y = er: 是 微分 方程 的 一 个 解 当 且 仅 当 " 是 代数 
方程 
mramr lil+ar + +0=0 
的 一 个 根 。 
(e) 如 果 (5) 里 > 的 方程 有 df 个 不 同 的 根 rf ，ri， 
fd 而 c1，c;，*…，ca 是 任意 的 常数 ， 则 
y=01e + oe .+t caere* 
是 微分 方程 的 一 个 解 ， 当 4d = n 时 ， 它 就 是 最 一 般 的 解 (这 
一 点 是 可 以 证 明 的 ) 。 
4.13 + 的 方程 是 


r+1=0 
所 以 微分 方程 的 通 解 是 
” = cle+cze 下 
根据 初始 条 和 件 得 方程 组 
ci+cz=1l，icl-ticy=0 
由 此 解 得 e ,和 c。， 因 此 所 求 的 方程 特 解 是 
29] 


ee 


请 注意 y= cosx 也 同时 满足 微分 方程 和 初始 条 件 。 见 习 
题 3.83。 
4.14 (a) 显然 。 
(8) yx=7* 是 竣 分 方程 的 解 当 且 仅 当 ?r 是 习题 4.12(8) 中 
给 出 的 代数 方程 的 银 。 
(c》 如 果 习 题 4.12(5) 里 的 方程 有 d 个 不 同 的 根 7， 
ra To 而 c1，cs，…，Cs 是 任意 常数 ， 则 
Yr=C Ft crt et Cora 
是 差分 方程 的 一 个 解 ， 而 当 d = x 时 ， 它 就 是 最 一 般 的 解 (这 
一 点 是 可 以 证 明 的 》。 
4.15 7 的 方程 是 
. ri-r-1i=0 
所 以 差分 方程 的 通 解 是 
其 = 人 +Y 玉 ro YEY 
于 是 对 于 k = (和 k=1 (由 初始 条 件 ) 有 方程 组 
1+V5 1-vV5. 


otes=0, cg tesg >=1 


它们 确定 了 c1 和 c,， 因 此 所 要 找 的 费 波 那 掉 数 的 表达 式 乃 是 
1 EYEY (3 
"oy )- ) 
4.16 如 果实 际 运动 可 以 通过 三 个 瑟 拟 运动 的 登 加 得 到 ， 
那么 运动 质点 在 时 刻 的 坐标 便 是 


X=X + +X 二 所 COSQ 
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=y1ITyit+ys = 所 sinu 一 到 
消去 + 恒 得 到 抛射 体 的 轨道 
y = YXtg ~ 一: 


， 这 是 一 条 抛物 线 。 
4.18. 这 里 有 两 个 未 知 量 ， 四 而 体 的 广 与 高 ; 见 图 4 ,50。 
4.19 令 


2 
20'c0s*0 


让 四 面体 的 体积 
日 它 的 语 
厂 。 它 的 高 ， 
和 底 上 牌 胡 于 长 度 为 = 的 捷 的 商 
则 | 
BH ah 
V = B= 
所 以 i 
6 
矿 = 6 一 
可 是 4 和 上 者 没有 给 出 来 


4.20 我 们 的 四 桓 体 (习题 4,17 的 ) 在 一 个 平面 上 的 正 交 
投影 是 一 个 正方 形 ， 此 平面 垂直 于 长 度 为 6 的 直线 ,是 过 它 的 


一 个 端点 。 正 方形 的 对 角 线 长 度 为 6， 它 的 面积 是 入， 正方 


形 本 身 乃 是 一 个 高 为 8 的 正 楼 柱 的 底 , 见 图 4.52 。 这 个 烤 柱 
( 见 图 4.55》 被 剖 分 成 五 个 ( 互 不 重 匡 的 ) 四 面体 , 习题 4,17 
的 四 面体 是 其 中 之 一 《〈 它 的 体积 记 为 及) 。 其 余 的 四 个 都 是 


合同 的 ， 每 一 个 的 廊 都 是 一 个 面积 为 -的 等 屡 直 角 三 角形 ， 
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每 一 个 的 高 都 是 5 。 于 是 


4.21 过 长 度 为 。 的 一 条 想 和 与 它 相对 的 另 一 条 楼 的 中 . 
点 的 平面 是 我 们 下 面体 的 对 称 面 ， 它 把 四 而 体 分 为 两 个 合同 
的 四 面体 〈 见 图 4.5c) 。 它 们 公共 的 广 〈… -个 等 硒 三 角形 ? 
的 面积 显然 是 22， 它 们 的 高 是 芋 。 所 以 所 求 的 体积 


a gab ab 
-了 "和 "全 = 

(这 样 的 对 称 面 共 有 两 个 ,它们 把 我 们 的 下 面体 分 成 了 四 个 合 

同 的 四 面体 , 由 此 可 得 问题 的 另 一 个 销 徽 有 点 不 同 的 解法 。) 

4.22 我 们 可 以 把 习题 4.17 里 的 四 面体 看 成 是 一 个 企 化 


的 校 合 , 其 高 为 6, 而 每 个 研 都 缔 成 为 一 个 长 虎 为 = 的 线 蜗 ,中 
截面 是 一 个 边 长 为 纯 的 正方 形 ， 见 图 4.54。 于 是 


5 L=0, M = N=0 


由 校 台 公式 ， 信 = ae。 
4.23 如 果 习 是 4.19 里 找到 的 那个 上 的 表达 式 与 习题 
4.20，4.21 和 4,22 用 三 种 不 同 的 方法 得 出 的 结果 一 致 的 话 ， 


我 们 就 应 该 有 
lih=ab 


然而 我 们 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 ， 通 过 计算 四 面体 被 对 称 面 
所 截 得 的 那个 等 腰 三 角形 (习题 4,21， 图 4,5e) 的 面积 ， 去 
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独立 地 证 明 这 个 关系 式 。 于 是 我 们 便 找到 了 从 习题 4.18 出 发 
接着 通过 习题 4.19 的 第 四 种 比较 类 折 的 ) 解 法。 

4.24 ”由 习题 4.18 通 过 习 征 4.19 到 习题 4.23 的 证 明 路 线 
炎 长 了 面 且 也 太 曲 折 。 习 题 4.21 的 解法 看 上 去 最 漂亮 ! 它 充分 
利用 了 图 形 的 对 称 性 一 一 但 恰恰 由 于 这 个 理由 ， 它 不 太 可 能 
应 用 到 非 对 称 的 情形 。 因 此 ， 乍 看 上 去 ， 显 然 应 是 习题 4.20 
当选 。 你 能 看 出 习题 4.20 当 选 的 其 他 因素 码 ? 

4.25 工 = M = 和 NN， 于 是 = LLh。 


4.26 N=0, M= 于 是 F -= -人 。 
4,.27 令 L,， 放 ;1、V 碎 ,入 ,分别 表示 在 Pi 中 的 与 P 中 的 工 ， 
M,N ， 和 六 相当 的 量 ，i= 1，2，…，n， 所 有 的 楼 台 高 都 


等 于 二。 显然 


也 1 十 工 3 + 和 十 了 = 也 
Mi Mr MM 
TWO 
防区 了 
把 这 些 方程 加 起 来 ， 得 


TEN 天 z) = 人 IN gp 


我 们 把 等 式 右边 看 作 一 项 ， 等 式 左边 是 4 个 和 它 类 似 的 项 的 
和 。 如 果 我 们 方程 里 + 1 项 中 有 ”项 都 等 于 零 ， 那 么 剩 下 的 
那 一 项 也 必 等 于 零 。 

4.28 我 们 的 四 面体 在 通过 ! 的 平面 上 的 芷 交 投影 是 一 
个 四 边 形 《对 于 习题 4.20 的 特殊 情形 ， 它 是 一 个 正方 形 ， 见 
司 4.56， 但 一 般 说 米 , 它 是 不 规则 的 四 边 形 )。 这 个 四 边 形 
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的 一 条 对 角 线 是 棱 ! , 另 一 条 对 角 线 平行 且 等 于 # 。 这 个 四 
边 形 是 一 个 高 为 的 楼 柱 的 诡 ， 这 个 楼 柱 被 前 分 为 五 个 四面 
体 ， 其 中 之 一 是 我 们 的 四 面体 ， 其 余 由 个 是 习题 4.26 情 形 下 
所 刻 划 的 棱锥 ,因此 校 台 公式 对 它们 是 成 立 的 。 由 习题 4.25， 
此 公式 对 于 棱柱 也 是 成 立 的 ， 因 此 ， 由 习题 4,27， 对 于 我 们 
的 四 面体 也 是 成 立 的 。 

4.29 图 S4,29 是 一 个 柜台 卫 ，C，…， 五 是 下 庶 的 顶 
点 〈 在 纸 平 面 上 ) ， 而 召 '，C'，…， 乒 "是 上 底 的 顶点 。 

《1)》 考虑 一 个 棱锥 ， 它 以 楼 台 的 上 底 为 底 ， 尖 项 〈 底 对 
面 的 顶点 ) 是 下 底面 上 《任意 选择) 的 一 点 4。 

(2) 联结 4 和 下 底面 的 顶点 也 ，C，…， 天 。 这 样 所 得 到 
的 每 一 线段 都 对 应 上 底 的 一 条 边 《 术 台 的 一 条 校 ) ， 这 种 线 
段 和 上 底面 的 边 构成 一 个 四 面体 的 一 对 相对 的 楼 。〔 钢 如 ，、 
线段 4B 对 应 于 边 8'C' 它们 作为 一 对 相对 的 千 一 起 确定 了 
四 面体 4BB'C’。) 

(3) 连结 4 和 顶点 8，C'.…， 上 的 直线 把 下 席 分 成 一 些 
三 角形 。 每 一 个 这 样 的 三 肖 形 都 对 应 了 上 底 的 一 个 顶点 ， 它 
们 构成 了 一 个 棱锥 ,三 角形 是 扶 锥 的 底 , 对 宇 的 顶点 是 琉 锥 的 
尖顶 ，( 实 际 上 这 是 一 个 四 面体 ; 例如 ABC 与 顶点 C 相对 应 ， 
它们 构成 棱锥 48C-C’) 。 我 们 的 楼 台 训 分 成 一 些 由 (1)， 
(2 和 (3) 引 进 的 立体 〈 这 些 立 体 是 这 样 构成 的 ,由 上 底 (1) 
取 面 ，(2) 取 边 ，{3) 取 顶点 ， 由 下 底 (1) 取 一 个 点 ，(2) 取 划 
分 线段 ，(3) 取 面 ，〉 将 习题 4,26 应 用 到 (1) 和 (3) 引进 的 梳 
锥 ， 将 习题 4,28 应 用 到 (2) 引 进 的 四 面体 。 利 用 习题 4.2? ， 
你 就 可 以 对 图 S 4.29 中 的 棱 台 有 BC… 天 瑟 "C"… 天 “证 明 楼 台 公 
式 。 
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4.30 习题 4.28 的 解法 是 不 完善 的 ， 因 为 它 只 讨论 了 三 
种 可 能 情形 中 的 一 种 。 考 虑 两 个 线段 , ! 和 w， 以 及 在 道 
过 了 平行 于 “= 的 平面 上 的 正 交 投影 愉 。 考 虑 分 别 包含 这 两 个 
线段 的 两 条 直线 ， 和 这 两 条 直线 的 交点 了 。 这 里 会 有 下 列 三 
种 可 能 的 情形 :点 工 可 能 ， 

(0) 既 不 属于 线段 ! ， 也 不 属于 线 慨 9 

{1) 只 属于 一 条 线段 ， 或 

(2) 同时 属于 两 条 线段 。 

习题 4.20 只 讨论 了 (2) 的 情形 。 然 而 情形 (1) 里 的 一 个 四 
面体 可 以 看 作 是 情形 (2) 里 奖 个 四 雷 体 的 葵 ， 铺 形 (0) 里 的 一 
个 四 面体 可 以 看 作 是 情形 (1) 里 的 两 个 四 面体 的 差 。 由 习题 
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4.27， 上 面 这 几 句 话 就 使 得 习题 4.28 的 证 明 完 善 了 。 

4.31 图 S4.29 有 两 个 限制 

(1) 两 全 底 都 是 凸 多 边 形 。 

(2) 任 一 个 底 的 任 一 个 顶点 都 与 另 一 底 的 一 条 边 相对 应 
(有 一 个 一 一 对 应 ); 两 条 后 棱 起 于 这 个 顶点 止 于 这 条 边 的 两 
个 端点 。 例如， 顶点 B 对 应 于 楼 B'C‘， 顶 点 C' 对 应 于 楼 . 
BC。) 

条 件 (2) 实际 上 比 它 表现 出 来 的 限制 要 弱 ， 很 多 不 直接 
满足 这 个 限制 的 图 形 是 退化 的 情形 ， 而 我 们 的 证 明 可 以 利 
用 连续 性 或 适当 的 说 明 》 推广 到 这 些 情形 。 - 

习题 4,35 的 证 明 不 受 (1) 和 (2) 的 限制 ， 供 用 到 了 积分 计 
算 。 

4.32 #=0; 则 = 骨 =N=1， 了 -2; 公 式 成 立 。 

P= 27-1， 奇 数 ，- 工 -= NM =1，aMf = 了 =0， 公式 成 


立 。 


#=2m， 侦 数 ;， ZL=N=1,， M0， = 
式 对 n = 2 成立， 而 对 其 他 正 偶 数 都 不 成 立 。 
4.83 Coxz)=ar+bx+cxs+odxs 把 习题 4.32，mz= 0 
1，2，3 的 特殊 情形 释 加 起 来 ， 
4.34 代 换 


: 公 


za A 
把 区 间 a 志 x <<a+h 变 成 区 间 -~ 1 和 :1 委 1， 而 把 任何 阶 数 
去 3 的 x 的 多项式 变 成 另 一 个 上 的 局 类 型 的 多 项 式 。 

4.35 我 们 引进 一 个 直角 坐标 系 x ，yyz 。 设 楼 台 的 下 底 
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在 z=0 平 加 上 ， 它 的 上 底 在 z= 太平 而 上 。 棱 全 的 体积 可 以 
表 成 


(1) v= Qc)dz 
区 中 (2) 表示 平行 于 下 说 且 与 下 让 离 为 * 的 平 而 与 六合 
的 截面 的 面积 。 


如 果 裕 台 有 ”个 侧 楼 ， 这 个 裤 面 就是 一 个 # 边 多边 形 ， 
如 果 第 ;条 侧 棱 的 方程 是 
(2) 2 = 92+c Yr=biz+ds ， 
其 中 ,aiybiscesdi 是 由 慷 的 位 置 所 决定 的 常数 ! 则 这 个 多 边 形 
的 面积 可 以 天 成 
68) Q(0)= 计 六 (yi) 


这 里 我 们 认为 第 m+1 条 楼 跟 第 1 条 棱 是 重合 的 ， 所 以 
Qari bnti=bis oy Yarl= Yr 
方程 (2} 和 (3) 表 示 Q(z) 是 一 个 阶 数 不 起 过 2 的 z 的 多 项 
式 ， 因 此 ， 由 习 睫 4.34， 习 题 4.32 里 儿 述 的 卒 卜 生 公 式 可 以 
由 于 积分 (1)， 注 意 到 下 底 ，、 中 截面 和 上 底 的 面积 分 别 是 


Qo) LOE) = M, QO)=N 
便 可 得 出 习题 4,22 里 叙述 的 楼 台 公 式 。 
4,11，4.17，4.56 是 评注 ， 不 存在 解 的 问题 。 
第 五 千 


5.1 未 知 量 是 数 广 。 
已 知 量 是 数 。 和 有。 


条 件 为 是 正 楼 柱 体积 , 它 的 高 为 它 的 底 是 边 长 为 2 
的 正方 形 。 - 

5.2 有 两 个 未 知 量 ， 实 数 之 和 y 。 或 仅 有 一 个 二 元 未 知 
量 ， 其 分 量 为 和 ?》 。 它 在 几何 上 可 以 解释 为 平面 上 只 有 
直角 侍 标 * 和 的 一 个 点 。 

条 件 完全 由 所 给 的 方程 表示 。 

我 们 这 里 不 需要 考虑 已 知 量 〈 假 如 我 们 改变 一 下 问题 ， 
把 给 定 方程 布 端的 1 换 成 普 ， 则 ?7 即 为 已 知 量 ) 。 


一 个 解 是 z= 1，y = 0， 另 一 个 解 是 x= 2， y= 一生， 


等 等 。 从 几何 上 解释 ， 各 个 解 集合 由 以 原点 为 中 心 半 佐 为 1 
的 圆周 .上 的 点 组 成 。 

5.3 无 解 ， 解 集合 是 一 个 空 集合 。 

5.4 有 八 个 解 

(2, 3) (3, 2) (-2 3) {~3, 2) (2,-3) 
(3;—2) (~2, -3) (-3, -2) 

解 的 集合 由 以 原点 为 中 心 ，Y13 为 半径 的 圆周 上 的 格子 
点 所 组 成 。〔 两 个 直角 坐标 均 为 整数 的 点 称 为 格子 点 。 格 子 
点 的 分 布 在 数论 和 结晶 学 等 学 科 中 是 很 重要 的 。) 

5.5 我 们 把 三 个 未 知 量 (x，y，2) 解 释 为 空间 内 以 xy， 
2 为 直角 坐标 的 一 个 点 。 

4) 解 集合 由 一 个 正八 面体 的 内 部 的 点 组 成 ， 这 个 正八 
面体 的 中 心 为 原点 ， 它 的 六 个 顶点 为 

(1, 0, 0), €~1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, ~1, 0), 
(0, 0, 1), (0, 0, —1) 

(2) 解 集合 由 正八 面体 内 部 的 及 面 上 的 点 所 组 成 。 
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5.6 下 隔 的 儿 述 将 问题 的 主要 部 分 突出 地 帮 示 出 来 了 8 
车 a ，6b ，c 是 直角 三 角形 的 边 长 ，a 是 饼 边 长 ， 则 
2 二 站 2 十 2 
， 5.7 我 们 必须 把 定理 用 常见 的 “ 若 … 则 …?” 形式 (这 时 
候 设 和 比 论 部 很 明显 ) 复述 成 两 个 并 列 的 命题 
《次 " 是 一 平方 数 ， 
册 d(z) 是 奇数 。? 
“车 d(n) 是 奇数 ， 
则 ”是 一 平方 数 。?” 
著 用 “ 当 且 仅 当 ”， 册 可 把 叙述 简化 为 
“ 当 且 仅 当 ?为 一 平方 数 时 ， 
qm) 是 青 数 。? 
5.16 先 考 虑 册 多 边 形 的 情形 ， 把 那些 为 了 处 理 一 般 情 
形 需要 作 的 变动 放 到 后 面 去 考虑 。 
(1) 给 出 联接 某 一 选 定 的 项 点 到 其 它 4 一 1 个 顶点 的 n 一 1- 
条 线 鼎 的 长 ， 和 每 两 个 相 邻 线段 之 间 ( 共 #2 个 ) 的 天 角 。 
(2) 把 多 边 形 用 #3 条 对 角 线 分 成 2 个 三 角形 ， 如 果 
给 定 这 些 对 角 线 和 多 边 形 的 边 ， 别 这 些 三 角形 (三 边 已 给 定 ) 
是 完全 确定 的 。 
《3) 采用 (2) 中 所 考 虚 的 对 多 边 形 的 一 种 特殊 分 割 即 
用 (1) 中 的 那些 线段 来 分 割 多 边 形 。 把 这 些 三 角形 编号 ,使 得 
除 第 一 个 外 ， 等 个 三 角形 部 与 前 面 的 三 角形 有 一 条 公共 的 
边 。 对 第 一 个 三 角形 ， 给 出 任意 三 个 独立 的 数据 ， 对 后 面 的 
1- 3 个 三 角形 中 的 每 一 个 ， 都 给 出 两 个 数据 ， 它 们 彼 此 独 
立 ， 也 腿 此 兰 角形 中 局 时 属于 前 面 那个 三 角形 的 边 独 立 。 
(4) 给 出 # 个 顶点 的 直角 誉 标 ， 一 共 2s 个 数据 。 这 时 我 
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们 不 仅 决 定 了 多 边 形 ， 而 且 也 决定 了 举 标 系 ， 但 坐 祭 系 的 信 
置 并 不 是 本 质 的 , 它 依赖 于 三 个 参数 , 央 此 只 有 24 ~ 3 个 数据 
是 本 质 的 。 

5.17 决定 一 个 底 ， 需 要 2n - 3 个 数据 (见习 题 5.16) 。 
决定 尖顶 《与 底 相 对 的 顶点 ) ， 需 要 三 个 直角 坐标 ， 坐 标 系 
可 选择 如 下 ， 底 在 坐标 平面 上 ， 原 点 是 底 竟 一 个 顶点， 底 的 
一 条 边 与 一 条 坐标 轴 重 合 。 因 此 需要 2 个 数据 。 

5,18 与 习题 5.17 相 同 ，2n。 

5.19 将 多 项 式 写成 形式 

Fax 十 FE 1 十 十 疡 -ix 
其 中 / 是 > -1 个 变量 的 j 阶 多 项 式 。 利 用 习题 3.34 的 结果 和 
数学 归纳 法 可 以 证 明 所 需要 的 数据 数目 (展开 式 中 xi，x2， 
…，Xs 的 名 次 轩 的 系数 数目 ) 为 ; 

(WW D+ + Dr :C07 

5.8,，5.9，5.10，5.11，5.12，5.13，5.14,，5.15 为 评 
注 ， 不 存在 解 的 问题 。 


第 六 章 
6.1 (1) 9， 形 状 r(x*)=0 
(2) 9， 形 状 r(x)= 0 
(3) 36, 形 状 r(x，y)=0 
(4) 7， 形 状 7(x，y，2,， ww) = 
其 中 那些 可 以 明显 消去 的 也 都 计算 在 内 了 1 
共有 6 个 分 款 。 
6.2 把 x 看 作 有 +“ 个 分 晤 x1，xX2，…，%*n。 
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6.3 令 x = yx = ya 把 yz 看 作 包 含 两 个 元 xz 和 xay 
把 分 款 r* 和 rs 的 组 合 〈 并 列 )》 看 作 一 个 分 款 ， 这 样 就 可 纳 
得 出 〈 用 适当 记号 ) “ 递 扒 ? 组 ， 
S1(y1)=0 
Sa(y1, »2)=0 
Bay yo ys)=0 
8.4 把 y 看 作 具 有 沽 个 元 t, ，x:，xs， 把 > 看 作 有 
王 个 元 yt，xs，xa， 令 ?ys =xr， 把 前 三 个 分 款 六 ，r2 ,rs 
组 合成 st ， 再 把 接 下 来 的 三 个 分 款 rt， rs， re 组 合成 2; 
这 样 就 得 到 与 习题 6.3 中 相同 的 关系 组 。 
6.5 与 $6,4(2) 中 所 规划 的 实质 上 相同 。 
6.6 是 $6.4(1) 中 的 关系 组 的 特殊 情形 ， 见 习题 3.21。 
6.7 是 对 于 一 条 直线 的 双轨 迹 ， 参阅 8 6.2 (5)。 事 实 
上 ， 贺 内 所 有 定 长 的 弦 切 于 一 个 《容易 作出 的 ) 与 此 圆 同心 
的 圈 。 
6.8 在 a 上 作 一 点 4， 在 5 上 作 一 点 如 ,它们 与 a ,6 的 


交点 的 距离 都 是 二 : 作 一 加 切 a。 于 A, 切 5 于 ,因为 4 有 丙种 


可 能 作法 ，8 也 是 这 样 ， 所 以 这 样 的 问 就 有 四 个 。 在 所 得 的 
这 四 个 圆 中 有 一 个 是 所 求 三 角形 的 深切 回 ， 所 求 真 线 x 必定 
切 寺 这 四 个 贺 台 中 之 一 。 这 里 我 们 风色 的 是 对 于 直线 * 的 双 
轨迹 ， 参 阅 8 6.2(5) 和 习题 6.7。 

6.9 HEARSAT (请 言 

6.11 (1) 从 幻 方 常数 c 出 发 ， 所 有 九 个 数 xix 的 和 应 当 
是 

1+2+%+9=45 


303 


另 一 方面 ， 三 行 的 和 是 
3c 
由 45= 3c 导 出 c=15 
(2) 将 三 行 与 两 条 对 角 线 相 加 ， 它 们 的 和 是 5c。 再 将 不 
含有 中 心 元 x2: 的 行 与 痛 (它们 有 4 个 ， 其 和 为 4c ) 减 去 ， 即 
得 
3X12=50- 4c=15 


故 %，; =5。 
《3) 为 了 填 出 那些 不 包含 中 心 元 xs* 的 行 与 列 ， 我 们 将 
45 的 所 有 不 同 的 表示 法 〈 即 将 15 表 示 为 1，2，3，4，6，7， 
8，9 中 三 个 不 同 的 数 之 和 ) 列 出 ， 它 们 是 
15=1+6+8 
=2+6+7 
=2+4+9 
=3+4t8 


(4) 在 上 而 15 的 四 种 类 孙 式 中 ， 那 些 久 仅 出 现 一 次 的 数 
字 ， 用 黑体 字 印 出 ， 它 们 应 当 放 在 行 或 列 的 中 间 位 置 ， 其 余 
出 现 两 次 的 数字 (用 普通 字体 印 出 ) 在 幻 方 的 角 上 。 

45》 从 任 一 个 用 则 体 字 印 出 的 字 《〈 比 如 1 ) 出 发 ， 并 令 
它 = sy。 而 在 它 前 关于 15 的 同一 表示 式 里 另外 两 个 用 普通 
字体 印 出 的 数字 中 在 我 们 的 例子 中 是 6 和 8》， 其 中 之 一 
必 = xj。 这 样 ， 第 一 次 , 你 可 以 在 四 种 可 能 中 选 一 种 ,第 二 
次 可 以 在 次 种 可 能 中 选 一 种 ， 以 后 就 再 没有 选择 的 余地 了 。 
在 利用 《3) 中 列 出 的 15 的 四 种 表示 式 时 ， 你 实际 上 只 要 选 
出 一 种 就 行 了 。 比 如 说 ， 你 得 到 了 幻 方 
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而 你 能 得 到 的 4x 2 = 8 个 幻 方 ， 在 某 种 意义 上 说 ,都 是 “合同 ” 
的 ， 即 可 以 从 它们 中 任 一 个 出 发 ， 通 过 旋转 和 反射 来 得 到 其 
余 的 。 : 

写 出 来 的 这 个 幻 方 可 以 验证 习题 5.1 的 解 中 出 现 的 数 6 

6.12 (1) 假 芳 所 求 数 的 千 位 数 的 数字 之 2?， 则 这 个 数 乘 9 
以 后 就 要 增加 位 数 。 因 此 所 求 的 数 的 形状 是 1ep c。 

(2) 此 外 ，1 8 c x9=9…， 因此 这 个 数 必定 具有 形状 
lab9。 

《3) 于 是 

(103+10’*g+10b+9)9=9°10: + 102b +1Dat+1 

89a+8=b 

因此 ，a=0，5=8; 即 得 所 求 数 是 1089 = 337。 

6.13 (1) 因 为 apgxpc 生 成 一 个 三 位 数 ，ep<10。 设 
ob; 则 仅 有 十 种 可 能 请 形 : 

ga=1, 2<b<9;4=2，，4=3 或 4。 
(2) (10a 一 D)(10bp+a)=3100c+10d +e 
10(a* +b*-d)=101(c~ab) 

因此 ，a2 + 6 ~ d 可 被 101 整 除 , 但 
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-9<a’+b’ -dss82 
放 乔 a* + 6 一 d=0。 
(3) a*+6*=d<9， 因 此 5<3， 于 是 推 知 = 1,6= 2 
从 而 得 c =2，d = 5。 
6.14 让 我 们 试 着 找 一 找 这 样 一 对 诡秘 的 三 角形 。 
(1) 在 这 相等 的 五 部 分 中 ， 不 可 能 包括 三 条 边 ， 否 则 两 
个 三 角形 就 全 等 ， 所 有 六 个 部 分 也 就 相等 了 。 
(2) 因此 两 个 三 角形 有 两 边 与 三 角 相等 。 由 于 它们 有 相 
同 的 角 ， 它 们 是 相似 的 。 
(3) 令 cb,c 是 第 一 个 三 角形 的 三 边 ,2b,2，d 是 第 二 个 三 角 
形 的 三 条 边 , 假 若 它们 是 这 两 全 相似 三 角形 的 对 应 边 , 则 可 得 
Bb ce ad. 
这 就 是 说 ， 边 组 成 了 一 个 几何 数列 。 而 几何 数列 是 容易 作 
的 ， 例 如 令 
0 b, c,d 
分 别 等 于 
8, 12, 18, 27 
注意 8+12>18， 两 个 边 分 别 为 8，12，18 和 12，18，27 的 三 
角形 ， 因 为 它们 的 边 成 比例 ， 所 以 是 相似 的 ， 于 是 它们 的 三 
个 角 也 必 相 等 。 
6.15 (4) 求 三 个 整数 x，y 和 z， 使 得 
YX+y+z=9，1<x<y<C2 
这 只 能 有 二 种 解 〈9 元 钱 的 不 同 分 法 只 有 三 种 ) 
9=1+2+6 
=1+3+5 
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一 2 十 3 十 4 
(6) 把 这 三 行 排 成 一 个 方块 使 得 每 一 列 的 和 数 也 是 9 。 
实质 上 《 除 行列 的 不 同 排列 外 ) 只 可 能 有 一 种 这 样 的 排 
列 〈 我 们 把 它 表 成 简单 的 对 称 形 式 ) ， 
6 2 1 
2 4 8 
1 8 5 
《c) 现在 把 条 件 中 的 “次 款 ” 拿 出 来 检验 .因为 6 是 方块 
中 的 最 大 数 ， 因 此 第 一 行 是 属于 艾 尔 的 而 第 一 列 是 买 冰 琪 末 
的 。 在 方块 中 ， 某 一 行 中 的 一 数 ， 它 等 于 该 行 与 第 一 列 相交 
位 置 那个 数 的 两 倍 ， 是 叭 一 的 ， 就 是 4 。 因 此 第 二 行 是 属于 
彼 尔 的 ， 而 第 二 列 是 买 三 明治 的 。 因 耐克 里 斯 买 汽水 的 钱 数 
是 最 后 一 行 与 最 后 一 列 相交 处 的 数 ， 5 元 。 
6.16 (0) 夫 入 美 了 % 件 礼品 ， 每 件 花 * 美 分 丈夫 买 了 
y 忻 礼品 ， 每 件 花 y 美 分 。 由 条 件 ， 有 ， 
和 5 
75=3x5x5 仅 有 六 个 因数 
(xyY)Z+yY)=Lx75=3x25=35X15 
因此 仅 有 下 述 三 种 情况 : 


XxX—-y=1 -Y=3 xX-y=5 
XTty=75 Xty=25 ” %+y=15 
丙 此 可 列 出 下 表 ; 
夫人 丈夫 
38 37 
14 11 
10 5 


Cb) 现在 把 留 下 的 条 件 “ 次 款 ” 拿 出 来 检验 ， 就 可 明确 
地 得 出 
安妮 38 ”37 徙 尔 ， 布朗 
14 ”11 乔 ， 约 尼斯 
贝 蓝 10 5 
因此 玛丽 的 来 关 一 定 是 乔 ， 约 居 斯。 

6.17 显然 ， 不 同情 况 的 数目 从 一 开始 就 是 有 限制 的 。 
(41 =24)。 然 而 假如 你 聪明 一 点 的 话 ， 就 无 需 去 检验 所 有 这 
些 情形 。 

《a)》 令 

5 g w s 
分 别 表示 ， 
布朗 ”说 宁 ”怀特 史密斯 
的 大 人 所 喝 的 光 数 。 于 是 
b+gtwts=14 


bi29t+3w+ds=30 


出 此 得 
gi+2w+3s=16 


(8) 从 最 后 的 方程 可 看 出 ，2 和 : 或 同 为 奇数 ， 或 同 为 
偶数 。 因 此 ， 只 要 检验 四 种 情形 就 行 了 : 


g 3 wa 
3 5 -1 
5 3 1 
2 4 1 
4 2 8 


s=2, w=3, 9=4, b=5 
因此 ， 安 妮 的 丈夫 是 史密斯 ， 贝 落 的 丈夫 是 怀特 ， 贡 洛 的 浆 
大 是 桩 抹 ， 桃 乐 西 的 丈 大 是 布朗 。 

6.18 把 条 件 划 分 为 分 款 在 解 智力 问题 时 常常 是 有 用 
的 读者 在 搜集 数学 智力 问题 对 可 以 找到 适当 的 例子 ,比如 在 
开 . 忆 .Dudgency 著 《数学 游戏 》 (多 佛 ) 上 即 可 见 到 。《Otto 
Dunkel 纪念 问题 集 》，f《 美 国 数学 月 刊 ? 64 卷 (1957? 的 
一 个 增刊 ] 尝 包含 一 些 合适 的 材料 ，61 页 上 的 776 就 是 这 类 
问题 的 一 个 特别 简洁 的 例子 。 

6.20 (5) § 6.2(4), 1=5,(c) 习题 3,6, 4=4。(d) § 
6.4(1), n= ho (1D) § 2.5(3), § 6.4(2)。 

6.22 方程 组 关于 三 个 未 知 量 Y，? 和 = 是 对 称 的 1 . 换 
言 之 ， 这 三 个 未 知 量 起 的 作用 完全 相同 。 这 就 是 说 ，x， y 和 
2 之 间 的 一 个 置换 ， 可 以 使 方程 式 的 次 序 改变 ， 但 整个 方程 
组 不 变 。 因 此 ， 假 如 未 知 量 是 唯一 确定 的 ， 就 必须 有 
x=y=z， 在 这 样 的 假定 下 ,立即 可 得 6x= 30,x= ?= 一 2=5。 

镁 下 需 证 明 未 知 量 是 唯一 确定 的 ; 这 只 须 用 解 线性 方程 
组 指 一 些 常 见 步 又 即 可 证 明 。 

6.23 y+2=0 

% +2=6b 


x+ =6 
x, 少 ,和 z 的 任何 置换 仍 保持 方程 组 左 端 不 变 。 令 xX+ y+2=5 
‘ 它 在 *，w 和 2 的 置换 之 下 仍 是 不 变 的 ) ， 把 三 个 方程 由 
加 ， 易 得 ` 

Qtbre 


3 


S= 


于 是 方程 组 化 为 下 列 三 个 方程 ， 《每 一 方程 仅 含 一 个 未 知 
量 } 
Ss-—-x=a, Ss" y=b, s—2=0 
整个 方程 组 (不 仅仅 是 左 端 ) 关于 数 偶 (x，a)，(y，P) ， 
(2，5) 来 说 是 对 称 的 。 
、6.24 (斯 坦 福 大 学 1958) 
令 


XW+YI+UtTV=S 
其 余 与 习题 6.23 同 。 
6.10，6.19，6.21，6,25 是 评注 ， 不 存在 解 的 问题 。 
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举 录 
给 教师 及 教师 的 教师 的 提示 


希望 在 教学 中 用 本 书 的 教师 不 要 忽略 本 书 开头 写 给 所 有 
读者 的 提示 ， 此 外 ， 他 们 还 必须 注意 下 面谈 到 的 几 点 : 

1.。 在 序言 中 我 们 已 经 提 到 了 ， 本 书 将 给 米 来 的 中 学 教 
凡 《 隔 样 也 给 在 职 的 教师 ) 提供 一 个 进行 适当 的 创造 性 工作 
的 机 会 。 我 想 这 样 一 种 机 会 是 必需 的 ， 因 为 一 个 教师 ， 倘 使 
自己 并 没有 一 点 创造 性 工作 的 经 验 ， 那 末 他 就 甚至 不 能 够 去 
发 现 学 生 的 创造 性 的 活动 ， 更 不 用 说 去 启发 .引导 ,帮助 他 们 
这 方面 的 积极 性 了 。 

当然 ， 不 能 指望 一 个 普通 的 教师 去 研究 某 些 很 高 深 的 问 
题 。 但 是 ， 一 个 不 落 俗 大 的 数学 问题 的 求解 ， 也 是 真正 的 
创造 性 工作 。 本 书 中 列举 的 习 吓 《没有 标 上 * 导 的 ) ,尽管 并 
不 要 求 中 学 以 外 的 知识 ， 但 是 却 要 求 读者 其 有 较 高 程度 的 销 
劲 和 独立 见解 。 这 类 问题 的 求解 ， 在 我 看 来 就 是 一 种 创 
造 性 工作 ， 它 们 应 当 列 入 到 培 沂 中 学 数学 教师 的 课程 里 去 。 
事实 上 ， 未 来 的 教师 们 在 这 类 问题 的 求解 过 程 中 ， 就 有 机 
会 去 和 遂 肛 完整 的 中 学 数学 知识 一 一 不 是 靠 死记 硬 背 ， 而 是 
在 解决 有 趣 的 问题 中 得 到 真正 的 知识 。 而 且 更 重要 的 是 ， 他 
可 以 从 中 提高 自己 的 能 力 ， 学 到 驾驭 中 学 数学 的 本 领 和 解 征 
的 洞察 力 。 记 有 这 些 使 得 他 能 够 更 有 效 地 去 指导 和 鉴定 他 的 
学 生 的 工作 。 

2。 本 卷 仅 是 全 书 的 上 半 部 分 。 在 本 卷 里 并 没有 明显 地 
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涉及 讲授 方法 ， 这 方面 的 内 容 我 们 将 在 下 -~- 卷 的 专门 一 章 里 
加 以 讨论 。 

然而 本 卷 却 包含 了 许多 习题 材料 ， 它 们 可 以 拿 到 一 
(特别 是 比较 先进 的 》 中 学 课程 里 去 应 用 。 我 向 老师 们 建议 
作 这 样 一 种 存 用 的 实习 ， 即 考虑 把 你 们 正在 做 的 一 些 题 ， 使 
到 可 能 的 课堂 教学 中 去 。 

这 种 实习 最 好 是 当 一 道 题 的 解法 已 经 找到 并 且 经 过 了 充 
分 的 消化 以 后 再 进行 。 这 时 你 可 以 回顾 一 下 这 道 题 并 : 且 自 
问 ，“ 我 可 以 在 哪里 用 上 这 道 题 ? 它 用 到 了 哪些 以 前 的 知 
识 ? 为 了 讲 好 这 道 题 需 要 上 先 准备 娜 些 其 它 的 问题 ?我 怎样 
去 讲 这 道 题 ? 我 怎样 对 这 些 人 或 这 个 班 去 讲 这 道 题 
我 怎样 给 吉米 宗 斯 讲 这 道 题 ? ”所 有 这 些 问题 都 是 很 好 
的 ， 当 然 还 有 其 它 一 些 好 的 问题 但 是 最 好 的 还 是 从 你 自 
己 脑 子 里 发 出 来 的 问题 。 

35， 虽然 这 一 卷 还 不 是 一 个 完整 的 教程 ， 但 是 它 若 作为 
一 个 解 题 讲习 班 的 课本 ， 所 包含 的 材料 已 是 足够 了 。 

我 曾经 在 不 少 培训 教师 的 学 院 里 指导 过 这 样 的 讲习 班 ， 
有 不 少 有 意 隆 摘 这 类 讲习 班 的 同事 们 向 我 索取 过 这 方面 的 材 
料 。 据 我 了 解 还 有 一 些 学 院 最 近 也 在 筹办 这 样 的 讲习 班 或 类 
似 的 班 。 可 以 想见 ， 会 有 更 多 的 学 院 要 试 办 这 祥 的 讲习 班 。 
正 是 鉴于 这 一 情况 ， 我 才 决 定 在 第 二 郑 未 完 入 之 前 先 出 版 第 
一 卷 ， 尽 管 这 样 做 要 冒 些 风险 。 

4。 缀 过 了 一 些 试验 以 后 ， 我 为 我 的 讲习 班 制订 了 一 个 
工作 程序 ， 在 这 里 介绍 一 下 是 有 好 处 的 1。 


1) 这 里 的 某 些 活 引 月 文 献 [19] 。 
312 


先是 在 由 指导 教师 主持 的 课堂 讨论 中 去 解 一 些 典 型 的 问 
题 我 们 将 用 它 来 提出 有 用 的 模型 ) ， 森 书 头 四 章 的 课文 可 
以 说 是 尽 可 能 用 文字 逼 实地 把 这 种 课堂 讨论 复 现 出 来 。 然 后 
引导 学 生 去 认 出 问题 所 涉及 的 模型 ,并 明确 地 把 它 提 出 来 .上 
认 各 章 的 课文 同样 也 显示 了 这 一 步 是 怎样 去 做 的 。 

学 生 的 家 庭 作业 就 是 作 题 如 本 书 在 每 章 后 面 所 列 出 的 
题目 )， 这 些 习题 给 了 学 生 一 个 去 应 用 、 澄 清和 推广 在 课堂 
上 得 到 的 模型 〈 同 时 也 包括 某 些 方法 和 技巧 ) 的 机 会 。 

5。 我 利用 讲习 班 让 学 员 们 自己 在 班 上 讲解 习题 并 找 出 
解答 这 是 讲习 班 的 一 个 基本 特点 ) ， 实 际 上 ， 这 也 就 是 给 
了 他 们 一 个 教学 实习 的 机 会 ， 而 在 大 多 数 常见 的 课程 里 ， 孝 
并 没有 这 样 充分 的 机 会 。 

当家 庭 作 业 交 上 来 后 ， 对 于 习题 中 的 有 些 方面 〈 警 如 一 
不 独特 的 解法 或 一 个 麻烦 的 题目 ) ， 就 在 讲习 班 的 学 员 中 找 
一 个 作 得 特别 好 的 或 特别 不 好 的 ， 让 他 到 课堂 的 黑板 
去 讲 。 到 了 后 求 ， 当 全 班 对 于 这 寒 做 法 已 经 熟悉 了 以 后 ， 就 
可 以 让 学 员 暂 时 充当 一 下 指导 教师 的 角色 去 主持 课 党 讨论 。 
但 是 最 好 的 教学 实习 还 是 通过 小 组 活动 来 进行 的 。 这 个 活动 
分 三 个 步骤 

首先 ， 在 一 个 实习 课 开始 时 ， 每 个 学 员 都 分 到 一 个 不 同 
的 题 (每 人 仅 一 个 ) ， 这 个 题 他 应 当 在 这 一 实习 课 里 解 出 。 
他 不 可 以 与 周 十 的 人 商量 ， 但 他 有 了 问题 可 以 去 询问 指导 元 
师 。 

然后 ， 在 本 堂 或 下 一 党 实习 课 里 ， 每 一 名 学 员 必须 把 他 
的 解答 核对 、 整 理 并 检查 清 荡 。 如 果 可 能 的 话 ， 最 好 把 解法 
加 以 简化 ， 辐 时 再 看 看 有 没有 求 得 这 个 结果 的 其 它 方法 。 他 
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应 当 想 尽 办 法 把 他 这 道 题 弄 熟 ， 并 且 作 好 要 把 他 的 题目 和 解 
法 向 全 班 作 讲解 的 准备 ， 所 有 这 些 ， 他 都 可 以 去 征求 指导 教 
师 的 意见 。 

最 后 ， 在 再 下 一 堂 实习 课 里， 学 员 们 就 组 成 讨论 小 组 
每 四 人 组 成 一 个 组 《可 以 有 一 个 缺额 的 组 ) ， 这 些 组 是 由 学 
员 们 自行 组 成 的 ， 指 导 教师 不 必 干 预 。 在 一 个 组 里 ， 先 由 一 
今 人 充当 教师 的 角色 ， 其 余人 充当 学 生 。“ 教 师 ” 就 给 “学 
生 ” 们 讲 他 的 问题 ， 就 象 平 时 指导 教师 在 课堂 讨论 中 所 作 的 
那样 ， 努 力 去 激发 “学 生 ” 们 的 主动 性 并 引导 他 们 去 得 到 解 
答 。 当 “教师 ” 讲 完 之 后 ， 接 着 全 组 就 对 这 -讲解 作 一 个 简 
短 而 友善 的 评论 ， 然 后 再 由 别 的 组 员 充 当 教 师 并 讲述 他 的 问 
题 。 这 个 步骤 重复 下 去 一 直到 每 一 个 成 员 都 轮 到 为 止 。 以 后 
学 员 们 可 以 进行 部 分 的 重新 组 合 《 相 令 的 两 个 组 可 以 互 派 一 
名 “教师 ”到 对 方 去 ) ， 于 是 每 一 名 学 员 就 可 以 有 不 止 一 次 
机 会 去 改进 、 推 蔽 他 的 讲解。 一 些 特别 有 趣 的 问题 或 特别 好 
的 潮解， 就 拿 到 全 班 去 讲 并 讨论 。 一 些 志趣 投 合 的 组 还 可 以 
自行 组 合 去 进行 一 些 对 组 员 们 来 讲 都 认为 是 新 的 问题 的 讨 
论 。 当 然 ， 这 些 都 是 应 受到 鼓励 的 。 

这 些 由 讨论 组 里 解 出 来 的 问题 很 快 就 在 班 里 普及 了 。 我 
感到 讲习 班 整 个 来 讲 是 咸 功 的 。 许 多 学 员 已 是 有 经 验 的 教 
师 ， 他 们 中 不 少 人 感到 参加 讲习 班 为 他 们 指导 自己 的 班 提供 
了 有 用 的 借鉴 。 

6。 本 卷 对 于 那些 指导 和 解 题 讲习 班 的 学 院 的 指导 教师 们 
《特别 是 当地 首次 进行 指导 时 》 是 有 神 益 的 。 他 可 以 按 着 上 
面 (4. 和 5.。) 讲 的 步骤 去 实施 。 在 课堂 讨论 里 ， 他 可 以 选用 前 
四 章 里 任 一 部 分 的 内 容 。 纯 在 章 末 的 习题 适合 于 留 作家 庭 作 
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业 ， 拒 卷 术 综 出 的 解答 大 意 扩充 成 为 - -个 完善 的 叙述 是 需要 
经 过 - - 釉 认 真 努力 的 〈 不 过 指导 教师 不 应 随心 所 谷地 去 点 
题 ， 他 在 指定 一 个 题 之 前 ， 度 当 很 好 考察 ~- 下 这 个 题 和 它 的 
解法 ， 以 及 与 它 有 关 的 题 ) 。 对 于 平时 的 考试 和 期 来 的 考 
试 ， 指 导 教师 最 好 就 不 要 再 选用 印 在 本 卷 上 的 题目 ， 这 时 他 
可 以 去 参阅 有 关 的 课本 《又 如 习题 ,50，2.78，3.92) 。 对 
于 小 组 活动 〈 见 5.》 则 题目 可 以 出 得 难 一 些 ， 也 不 一 定 村 求 
与 本 章 内 容 紧密 相连 ， 有 些 题 可 以 从 本 章 选 也 可 以 选 自 后 末 
的 章节 。 

第 五 章 和 第 六 章 可 以 用 末 讨 论 ， 也 可 以 指定 作为 阅读 内 
容 。 这 两 章 的 作用 ， 将 在 下 一 卷 中 得 到 更 好 的 说 明 。 

当然 ， 在 取得 一 些 经 验 以 后 ， 指 导 教师 可 以 更 多 地 只 采 
用 本 书 的 精神 ， 而 不 必 拍 泥 于 盈 守 细微 末节 。 
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